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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy.

W roku 2021 egzamin maturalny z matematyki byt przeprowadzony na podstawie wymagan
egzaminacyjnych okreslonych w zatgczniku nr 2 do rozporzadzenia Ministra Edukaciji i Nauki
z dnia 16 grudnia 2020 r.1

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym skfadat sie z 28 zadan
zamknietych wyboru wielokrotnego z jedng poprawng odpowiedzig oraz 7 zadan otwartych,
w tym 6 krétkiej odpowiedzi i 1 rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadomosci
oraz umiejetno$ci opisane w pieciu obszarach wymagan egzaminacyjnych okreslonych dla
egzaminu maturalnego w roku szkolnym 2020/2021:

I.  Wykorzystanie i tworzenie informacji (dwa zadania zamkniete).
II.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (osiemnascie zadan zamknietych
i dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi).
Ill.  Modelowanie matematyczne (pie¢ zadan zamknietych, dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi).
IV.  Uzycie i tworzenie strategii (trzy zadania zamkniete, jedno zadanie otwarte krotkiej
odpowiedzi, jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi).
V. Rozumowanie i argumentacja (jedno zadanie otwarte krétkiej odpowiedzi).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych, cyrkla, linijki oraz
kalkulatora prostego. Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajgcy mégt otrzymac 45 punktow.

A== ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych 43029
z licedw ogodlnoksztatcagecych 30137
z technikéw 12892
ze szkot na wsi 1363
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancéw 7229
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 11242

Zdajgcy rozwigzujacy ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 23195

zadania w arkuszu . -

standardowym ze szkot publicznych 37982
ze szkot niepublicznych 5047
kobiety 23044
mezczyzni 19985
bez dysleksji rozwojowej 37207
z dysleksja rozwojowg 5822

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 39 0s6b - laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.

1 Zatgcznik nr 2 do rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegétowych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu os$wiaty w zwigzku
z zapobieganiem, przeciwdziataniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z pézn. zm.).
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Sprawozdanie za rok 2021

=N ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 341

zadania w arkuszach -

dostosowanych stabowidzacy 52
niewidomi 6
stabostyszgcy 68
niestyszacy 33
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang moézgowym 9
porazeniem dzieciecym
Ogotem 509

1A=V INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 5 maja 2021
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 170 minut
Liczba szkét 695
Liczba zespotéw egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw 715
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 26
Liczba w przypadku:
uniewazniens
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego 4
art. 44zzv | zaklécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wgladow? (art. 44zzz) 860

2 Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegdtowych
warunkow i sposobu przeprowadzania egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r. poz. 2223, ze zm.).
3 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2020 r. poz. 1327, ze zm.).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy.

Wyniki zdajacych

WYKRES 1. ROZKtLAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Wynik procentowy
WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*
. i Odsetek
Zdajacy Liczba | Minimum |Maksimum| Mediana | Modalna | Srednia s?;ncdheilrldeg\lf\?e sukcesow
i 0, 0, 0, 0, 0,
zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) (%) %)
ogotem 274 141 0 100 56 98 56 27 74
w tym:
z licedw
. 167 989 0 100 64 98 62 27 81
ogolnoksztatcacych
z technikow 106 152 0 100 44 22 47 24 64

* Dane dotycza wszystkich tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wigcej

zdajacych.
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Sprawozdanie za rok 2021

Poziom wykonania zadan

ILGIEVNSE  POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2021
Wymagania szczegotowe Poziom
Nr . . wykonania
zad. Wymagania ogdine Gdy wymaganie szczegobtowe dotyczy tresci z 1l etapu zadania
edukacyjnego — dopisano ,G”. (%)
Zdajacy:
Il. Wykorzystanie 1.4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych
1. - . . . i o . 68
i interpretowanie reprezentacji. i stosuje prawa dziatan na potegach o wykfadnikach
wymiernych.
1. Wykorzystanie Zdajacy:
2. L . . . . . 94
I interpretowanie reprezentacji. 1.8) wykonuje obliczenia procentowe [...].
1. Wykorzystanie Zdajacy: o L . .
3. . . . 1.7) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, 71
i interpretowanie reprezentacji. i . .
zaznacza przedzialy na osi liczbowej.
Zdajacy:
4 Il. Wykorzystanie 1.6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje 24
' i interpretowanie reprezentacji. w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu [...]
i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.
Zdajacy:
I. Wykorzystanie i tworzenie 1.1) przedstawia liczby rzeczywiste w réznych
5. . - . - 55
informac;ji. postaciach (np. utamka zwyktego, utamka dziesietnego
okresowego [...]).
1. Wykorzystanie Zdajacy: L e L
6. . . . 3.3) rozwigzuje nierdwnosci pierwszego stopnia z jedng 67
i interpretowanie reprezentacji. -
niewiadoma.
L . Zdajacy:
7. I Wykorz"ystanle | tworzenie 4.3) odczytuje z wykresu wtasnosci funkcji (dziedzine, 61
informacji. s e
zbiér wartosci, miejsca zerowe [...]).
. Zdajacy:
1. Wyk
8. . Y orzystarye . 3.2) wykorzystuje interpretacje geometryczng ukfadu 69
i interpretowanie reprezentacii. ) A . . Co .
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
1. Wykorzystanie Zda]acy: . ) o .
9. . . - 4.7) interpretuje wspofczynniki wystepujgce we wzorze 80
i interpretowanie reprezentacii. N :
funkciji liniowe;j.
Zdajacy:
0 Il. Wykorzystanie 21 Lu;y\zzva wzor0\2/v skl;(;f:onego mnozenia na o
" | iinterpretowanie reprezentacii. (at ) oraz a= —Db= . .
4.2) oblicza ze wzoru wartos¢ funkcji dla danego
argumentu [...].
. Zdajacy:
11. “ Wykorzystame . 4.2) oblicza ze wzoru wartos¢ funkcji dla danego 67
i interpretowanie reprezentacji.
argumentu [...].

OE §
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy.

Zdajacy:
12 II. Wykorzystanie 4.3) odczytuje z wykresu wtasnosci funkgcji ([...] 57
" | iinterpretowanie reprezentacji. maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja maleje,
rosnie, ma staty znak [...]).
) Zdajacy:
Il. Wykorzystanie
13. | .. yorzy . - 5.4) stosuje wzor na n-ty wyraz [...] ciggu 79
i interpretowanie reprezentacji.
geometrycznego.
IIl. Modelowanie Zdajacy: . i
14. 5.1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem 64
matematyczne. .
ogoinym.
) Zdajacy:
Il. Wykorzystanie . . .
15. | .. . . 5.3) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume 83
i interpretowanie reprezentacii. T
n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.
. Zdajacy:
1. Wyk . S I
16. | .. Y orzystarye . 6.3) stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami 71
i interpretowanie reprezentacji. .
trygonometrycznymi [...].
L . . Zdajacy:
171 IV. Uzycie i tworzenie strategil 7.2) korzysta z wlasnosci stycznej do okregu. 2
Zdajacy:
18. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. 7.4) korzysta z wtasnosci funkcji trygonometrycznych 75
w fatwych obliczeniach geometrycznych [...].
19 1. Wykorzystanie Zdajacy: 61
" | iinterpretowanie reprezentacji. G10.9) oblicza pola i obwody trojkatow [...].
20 II. Wykorzystanie Zdajacy: 82
" | iinterpretowanie reprezentacii. G10.7) stosuje twierdzenie Pitagorasa.
. Zdajacy:
21. “ Wykorzystaqle .. 7.1) stosuje zaleznosci miedzy katem srodkowym 52
i interpretowanie reprezentacji. . .
i katem wpisanym.
Zdajacy:
II. Wykorzystanie G10.8) korzysta z wtasnos$ci kgtow i przekatnych
22. | .. . - . 80
i interpretowanie reprezentacji. w prostokagtach, réwnolegtobokach, rombach
i w trapezach.
. Zdajacy:
23. “ Wykorzystar?le . 3.4) rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng 68
i interpretowanie reprezentacii. C
niewiadoma.
24 11l. Modelowanie Zdajacy: 67
" | matematyczne. G10.6) oblicza pole kofa [...].
L . . Zdajacy:
25. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. 8.6) oblicza odleglosé dwéch punktow. 49
Zdajacy:
26 11l. Modelowanie 10.2) oblicza prawdopodobienstwa w prostych 38
" | matematyczne. sytuacjach, stosujgc klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.

Strona 8 z 104

O%E B




Sprawozdanie za rok 2021

I1l. Modelowanie

Zdajacy:
10.1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach

27. matematyczne. komb!natorycznych, nlewmagajqcych u.zyc.lalwzorow 65
kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute
dodawania.

28 Ill. Modelowanie Zdajacy: 29

" | matematyczne. G9.3) wyznacza [...] mediane zestawu danych.
. Zdajacy:
29. “ Wykorzystame . 3.5) rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe z jedng 71
i interpretowanie reprezentacii. Lo
niewiadoma.
Zdajacy:
) G6.4) dodaje i odejmuje sumy algebraiczne;
V. Rozumowanie . . . .
30. | . . G6.5) mnozy jednomiany, mnozy sume algebraiczng 33
i argumentacja. . . .
przez jednomian oraz, w nietrudnych przypadkach,
mnozy sumy algebraiczne.
IIl. Modelowanie Zdajacy: . — . .
31. 4.6) wyznacza wzor funkgji liniowej na podstawie 41
matematyczne. . - ;
informacji o funkgiji [...].
1. Wykorzystanie Zdajacy: N . . .
32. | .. . .. 3.7) rozwigzuje proste rownania wymierne, prowadzgce 61
i interpretowanie reprezentacii. , P
do réwnan liniowych lub kwadratowych [...].
Zdajacy:
33. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. 7.3) rozpoznaje tréjkaty podobne i wykorzystuje cechy 57
podobienstwa tréjkatow.
Zdajacy:
34 11l. Modelowanie 10.2) oblicza prawdopodobienstwa w prostych 65
" | matematyczne. sytuacjach, stosujgc klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.
Zdajacy:
8.1) wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez
dane dwa punkty (w postaci kierunkowej lub ogoinej);
8.3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest rownolegta
35. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. lub prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej 34

i przechodzi przez dany punkt;

8.4) oblicza wspotrzedne punktu przeciecia dwdch
prostych;

8.6) oblicza odlegtosé dwdch punktow.

OE §
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy.
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Sprawozdanie za rok 2021

W roku 2021 egzamin maturalny z matematyki byt przeprowadzony na podstawie wymagan
egzaminacyjnych okreslonych w zatgczniku nr 2 do rozporzadzenia Ministra Edukaciji i Nauki
z dnia 16 grudnia 2020 r.

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat 4 zadania
zamkniete wielokrotnego wyboru, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krétkiej i 4 zadania
rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci opisane

W pieciu obszarach wymagan ogoélnych podstawy programowej z matematyki:

I.  Wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie zamkniete).

II.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (jedno zadanie zamkniete i dwa
zadania otwarte krétkiej odpowiedzi).

lll.  Modelowanie matematyczne (jedno zadanie zamkniete, jedno zadanie otwarte
krétkiej odpowiedzi i dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi).

IV.  Uzycie i tworzenie strategii (jedno zadanie zamkniete, dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi i dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi).

V.  Rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych, cyrkla, linijki oraz
kalkulatora prostego. Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajgcy mégt otrzymacé 50 punktow.

IP\:ISUNGE ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych 12464
z licebw ogolnoksztatcgcych 10581
z technikéw 1883
ze szkot na wsi 177
ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 1614
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancéw 3182

Zdajgcy rozwigzujacy ze szk6t w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 7491

zadania w arkuszu = -

standardowym ze szkot publicznych 11785
ze szkot niepublicznych 679
kobiety 5094
mezczyzni 7370
bez dysleksji rozwojowej 10581
z dysleksjg rozwojowg 1883

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 39 0sob - laureatow i finalistow Olimpiady Matematycznej.

4 Zatacznik nr 2 do rozporzgdzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegétowych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu oswiaty w Zzwigzku
z zapobieganiem, przeciwdziataniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z pézn. zm.).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony.

WWAEEVATAS  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajgcy rozwigzujacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 83
zadania w arkuszach stabowidzacy 3
dostosowanych — -
niewidomi 0
stabostyszgcy 17
niestyszacy 4
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mézgowym 0
porazeniem dzieciecym
Ogoétem 112

IVAGERNEE  INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 11 maja 2021
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkét 523
Liczba zespotéw egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw 715
Liczba obserwatorow® (§ 8 ust. 1) 14
Liczba w przypadku:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego 0
art. 44zzv | zakiécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$c¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow® (art. 44zzz) 455

5 Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegdtowych
warunkow i sposobu przeprowadzania egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r. poz. 2223, ze zm.).
6 Na podstawie ustawy z dnia 7 wrze$nia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2020 r. poz. 1327, ze zm.).
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Sprawozdanie za rok 2021

Wyniki zdajagcych

WAZGIESEE  ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Wynik procentowy

WSS \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t):ncdh;rldeg\llfe
jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) o

ogétem 12464 0 100 34 2 37 27
w tym:
z licedw

) 10581 0 100 34 2 37 27
ogolnoksztatcgcych
z technikéw 1883 0 100 32 4 35 26

* Dane dotyczg wszystkich tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczacych 30 lub wigcej
zdajgcych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony.

Poziom wykonania zadan

WACEENEION POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2021

Poziom
Nr . i . . wykonania
sad. Wymagania ogoéine Wymagania szczego6towe ~adania
(%)
Zdajacy:
I. Wykorzystanie | tworzenie R.6.2) wykgrzys;twe definicje i wyznacza wartgsm funkgji
1. . - sinus, cosinus i tangens dowolnego kata o mierze 54
informacji. . : . .
wyrazonej w stopniach lub radianach (przez
sprowadzenie do przypadku kata ostrego).
. Zdajacy:
2. lll. Modelowanie R6.4) postuguje sie wykresami funkcji 32
matematyczne.
trygonometrycznych.
1. Wykorzystanie Zdajacy:
3. - . . - L . 33
I interpretowanie reprezentacji. R2.6) dzieli wyrazenia wymierne.
Zdajacy:
L i . R3.8) rozwigzuje réwnania [...] z wartoscig
4. IV. Uzycie i tworzenie strategii. . T . . 41
bezwzgledng, o poziomie trudnosci nie wyzszym niz
[lx+1]—=2| =3, |x+ 3|+ |x—5] > 12.
Zdajacy:
5 1. Wykorzystanie R5.1) oblicza granice ciagdéw, korzystajgc z granic -
' i interpretowanie reprezentacji. ciagéw typu 1/n, 1/n? oraz z twierdzen o dziataniach
na granicach ciggow.
. Zdajacy:
6. V Rozumowgnle R1.2) stosuje w obliczeniach wzér na logarytm potegi 58
i argumentacja. . .
oraz wzoér na zamiang podstawy logarytmu.
7 1. Wykorzystanie Zdajacy: 42
' i interpretowanie reprezentacii. R3.7) rozwigzuje proste nierownosci wymierne [...].
. Zdajacy:
8. iVérRSrZT:J;:::?Ie G10.13) stosuje cechy przystawania tréjkgtow [...]. 18
9 1a. R7.3) rozpoznaje figury podobne [...].
9 IIl. Modelowanie Zdajacy: 33
' matematyczne. R10.2) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.
Zdajacy:
10. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. P8.1) wyznacza rownanie p.roTsteJ przechodzace! prz.ez 59
dwa dane punkty (w postaci kierunkowej lub ogolnej);
R8.1) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej.
Zdajacy:
R3.1) stosuje wzory Viéte'a;
11. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. ) .J . ry C T 42
R3.2) rozwigzuje rownania i nierdwnosci liniowe
i kwadratowe z parametrem;
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R3.7) rozwigzuje proste nieréwnosci wymierne

[.].

Lo . . Zdajacy:
12| 1V. Uzycie i tworzenie strategii R6.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne [...]. 24
Zdajacy:
13. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich 25
[-.].
Zdajacy:
. P4.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie
14 Ill. Modelowanie ewnych informacji o tej funkcji lub o jej wykresie; 25
" | matematyczne. pewny ] ) ] 18 Wy '

R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich

[..].

I11. Modelowanie Zdajacy:
15. ) R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien 34

matematyczne. optymalizacyjnych.

P0ozIoM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
60
50
50
S 45
‘g 40 +—
s
33
% 20 31
g 26
5
N 20 +—
o
o
10 +—
0 T T T r
| Il 1 v \%

Obszar wymagan ogdinych
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Analiza wskaznikdw poziomu wykonania zadan z matury na poziomie podstawowym
zamieszczonych w Tabeli 5. na stronach 8-10 pozwala sformutowac wniosek, ze maturzysci
najlepiej opanowali umiejetnosci:

1. wykonywania obliczeh procentowych

2. stosowania wzoru na n-ty wyraz i na sume n-poczgtkowych wyrazow ciggu

arytmetycznego

3. stosowania twierdzenia Pitagorasa

4. wyznaczania sredniej i mediany zestawu danych

5. korzystania z wtasnosci katdéw i przekgtnych w réwnolegtobokach.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonania — 94%) okazato sie zadanie 2.,
w ktérym nalezato obliczy¢ liczbe z danego jej procentu. Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych
nie ma problemu z wykonywaniem obliczen procentowych.

Kolejnym zadaniem, ktdrego rozwigzanie nie sprawito zdajgcym problemow, byto

zadanie 15. (poziom wykonania — 83%). W zadaniu tym zdajgcy musieli wyznaczy¢ czwarty
wyraz ciggu arytmetycznego, znajgc sume wyrazow trzeciego i pigtego tego ciggu.
Zdecydowana wiekszos¢ zdajgcych poprawnie stosowata wzoér na n-ty wyraz ciggu
arytmetycznego, a nieliczni wykorzystywali zwigzek miedzy sgsiednimi wyrazami ciggu
arytmetycznego.

Porownywalny wynik maturzysci osiggneli w zadaniu 20. (poziom wykonania — 82%),

w ktérym nalezato obliczyé dlugos¢ jednego z bokow tréjkata, majgc dang dlugos¢ drugiego
boku i wiedzgc, ze wysokos¢ tréjkgta padajgca na trzeci bok dzieli go na odcinki

o okreslonych dtugosciach. Zadanie wymagato umiejetnosci zastosowania twierdzenia
Pitagorasa i nie sprawito zdajgcym zbyt duzego ktopotu.

Niewiele nizszy poziom wykonania (80%) odnotowano w zadaniu 22., w ktérym maturzysci,
majgc dany jeden z kgtéw réwnolegtoboku, mieli policzy¢, jakg miare ma kat miedzy dwiema
wysokosciami opuszczonymi na sgsiednie boki tego rownolegtoboku. Do zadania dotgczony
byt rysunek, dzieki ktéremu zbilansowanie katéw okazywato sie prostg czynnoscia.

Taki sam poziom wykonania (79%) miato zadanie 28., w ktérym zdajacy, majgc dany
szesciowyrazowy niemalejacy cigg liczbowy i znajgc mediane wyrazéw ciggu, musieli
wyznaczy¢ niewiadomg uzytg w opisie wyrazoéw tego ciggu.

Nietrudno zauwazy¢, ze tegoroczni abiturienci na poziomie podstawowym, analogicznie do
lat ubiegtych, najlepiej opanowali umiejetnosci stosowania poje¢ oraz wykorzystywania
elementarnych wtasnosci obiektéw matematycznych w sytuacjach typowych. Zauwazmy, ze
wymienione wyzej zadania, ktére zostaty bezbtednie rozwigzane przez blisko 80% i wiece;j
zdajgcych, sg zadaniami jedno- lub dwuczynnosciowymi. Zadania te nie majg szerszego
kontekstu, a ich rozwigzanie nie wymaga wykonania dodatkowych czynnosci. Umiejetnosci
sprawdzane tymi zadaniami zostaty precyzyjnie opisane, a dodatkowo zadania

ORED
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geometryczne byly opatrzone rysunkami. Do rozwigzania zadan wystarczyto znac
podstawowe pojecia matematyczne i najwazniejsze wtasnosci rozwazanych obiektow,
zrozumie¢ nieskomplikowany tekst matematyczny, zastosowac wtasciwy algorytm i wykonac
elementarne rachunki.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie podstawowym nadal najwieksze trudnosci sprawiajg maturzystom zadania
polegajgce na przeprowadzeniu dowodu twierdzenia. W maju 2021 roku trudne dla
maturzystéw okazato sie zadanie 30. Byto to zadanie z obszaru Rozumowanie

i argumentacja, w ktérego rozwigzaniu zdajgcy mieli wykazac sie opanowaniem umiejetnosci
podawania matematycznych argumentéw uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania.

W zadaniu 30. zdajgcy osiggneli poziom wykonania 33%. Przyczyng tak niskich wynikéw jest
zaréwno niski poziom opanowania umiejetnosci przeprowadzania i zapisywania prostego
rozumowania sktadajgcego sie z kilku krokéw, brak umiejetnosci poprawnego
przeksztatcania wyrazen algebraicznych, jak réwniez opuszczenia zadania typu ,wykaz”
przez czes¢ maturzystow. Zauwazyc jednak trzeba, ze w poroéwnaniu do lat ubiegtych coraz
wiekszy odsetek zdajgcych podejmuje sie rozwigzania tego typu zadan, cho¢ sg takze tacy,
ktorzy sprawdzajg prawdziwosc¢ tezy dla konkretnych wybranych wartosci liczbowych
spetniajgcych zatozenia.

Przeanalizujmy zatem poprawne sposoby rozwigzan oraz btedy, jakie wystgpity w tym
zadaniu. Maturzys$ci zmierzyli sie w nim z dowodem nieréwnosci % < Z—Iz, ktorej
prawdziwosc¢ nalezato uzasadnic dla kazdych trzech dodatnich liczb rzeczywistych a,bi ¢

takich, ze a < b.
Najczesciej stosowanym sposobem dowodzenia byto rbwnowazne przeksztatcanie

. P , . a a+c . P . . . . .
nierownosci < P do postaci, z ktérej po zastosowaniu zatozenia a < b mozna

przeprowadzi¢ bezposrednie wnioskowanie prawdziwosci tezy.
W przyktadach 1. i 2. przedstawiono rozwigzania zdajgcych, w ktérych sg prawidtowo
przeprowadzone rozumowania.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przyktad 1.
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Przyktad 2.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Niestety czesc z piszgcych egzamin maturalny w 2021 roku przyjmowato zatozenia, ktére nie
wystepowaty w tresci zadnia i na podstawie tych btednych zatozen wnioskowato
0 prawdziwosci tezy. Tego typu btedy zawierajg rozwigzania z przyktadow 3. i 4.

Przyktad 3.

C;(b“f«) 45(:.‘0)
ablac <ab+tihk
ce & be [c

a Lk

Przyktad 4.

odc! | ol Rl
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44 (ke G 14
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Ws$rdd btednych rozwigzan wystepowaty rowniez takie, w ktorych wielu zdajgcych
wykonywato sprawdzanie prawdziwos$ci nierownoéci jedynie dla konkretnych wartosci liczb
a, b i c (przyktady 5.-7.).

Przyktad 5.

Przyktad 6.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przyktad 7.
/ { s e | |
)~ L - / =5 By i
/’,b \\ L\
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(4 gLzl | |l | agtac '
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Nl tac —ab Ta(

/ J - /,';/ (

Zgodnie z przyjetymi zasadami, zamieszczanymi corocznie w Zasadach oceniania rozwigzan
zadan, publikowanych na stronie https://cke.gov.pl/, za rozwigzania, w ktorych zdajgcy
sprawdza prawdziwos¢ tezy jedynie dla wybranych wartosci liczbowych przyznaje sie 0 pkt.

Niemata czes$¢ zdajgcych nie potrafita przeksztatci¢ rownowaznie danej nierdwnosci

do postaci, z ktérej mozna w tatwy sposéb wnioskowa¢ o prawdziwosci tezy i zaczynata
wnioskowac z takiej postaci, z ktorej nie da sie tezy uzasadnic (przyktady 8. oraz 9.) albo
swojego rozumowania nie doprowadzata do konca. Niektdrzy zdajgcy rozpoczynali
wnioskowanie o prawdziwosci tezy z otrzymanej nieréwnosci, ktéra wcale nie byta oczywista
(przyktady 10.1i 11.).

Przyktad 8.
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Przykiad 9.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Czesto zdajgcy, prowadzac przeksztatcenia tezy do postaci rownowaznej, popetniali btedy
merytoryczne (przyktady 12.—-15.).

Przyktad 12.

o <b
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Przyktad 13.
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Przykiad 14.
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Przykiad 15.
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Wsrod dowodow pojawiaty sie btedne metody, np. btedne wnioskowanie z faktu, ze kazda ze
stron danej nieréwnosci jest mniejsza od 1 (przyktad 16.).

Przyktad 16.
a<b D ol miech &y,
o
= daiele licagwdl T mugiaindC ‘71[{’2,\0
QYL g e
el o
o+ O 2T m, + 5 /
il i ——— ¥ J
B rYH A 1B
B A. ..k
S0 Ml G
¥g :':\‘, : mi l-\". ", N
g ol
oy

Strona 25 z

ORE

N AR
104



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Nie mniejszy problem zdajgcym sprawito zadanie 35. Byto to zadanie z obszaru Uzycie

i tworzenie strategii, w ktdrego rozwigzaniu zdajgcy mieli wykazac¢ sie opanowaniem
umiejetnosci z zakresu geometrii analitycznej, m.in. umiejetnoscig wyznaczania réwnania
prostej przechodzacej przez dwa punkty, prostej prostopadtej do danej prostej, znajdowania
punktéw przeciecia dwéch prostych, obliczania dtugosci odcinka i obwodu trojkata, a takze
obliczania odlegtosci punktu od proste;j.

W zadaniu 35. zdajgcy osiggneli poziom wykonania 34%. Przyczyng tak niskich wynikow jest
niski poziom opanowania umiejetnosci z zakresu geometrii na ptaszczyznie kartezjanskiej,
jak i brak umiejetnosci tworzenia strategii rozwigzania przez zdajgcego, co jest szczegodlnie
istotne wtasnie podczas rozwigzywania zadan rozszerzonej odpowiedzi, gdzie nalezy uzyc¢
(taczac w spdjna, logicznie uporzadkowang catosc) kilka pojedynczych umiejetnosci.
Przyczyn niepowodzen zdajgcych w takich zadaniach nalezy rowniez po czesci upatrywac
w braku umiejetnosci czytania tresci zadania ze zrozumieniem i poprawnej jej interpretaciji,
ktérych to opanowanie umozliwia stworzenie catosciowej koncepcji rozwigzania.

Najczestszym sposobem rozwigzania zadania 35. bylo wyznaczenie rownania symetralnej
odcinka AB, skorzystanie z faktu, ze wierzchotek C lezy na osi Oy oraz na symetralnej

i wyznaczenie jego wspotrzednych. Nastepnie obliczano dtugosci bokéw trojkata ABC oraz
jego obwaod. Oto przyktad prawidtowego rozwigzania zdajgcego (przyktad 17.).

Przyktad 17.
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A= ((,K:_:" ;:.JZ_W* (yp "y;) 3

(A= 2o+ 81" =(Z70 '
Mrcl“ 'mf (¢25 1 =25
1 %m fhe + 548= (625 =25

-GbuA- 25125+ 9(ap =
= B0 +9{7e

Innym sposobem rozwigzania zadania byto skorzystanie z faktu, ze wierzchotek C tréjkata
réwnoramiennego ABC lezy na osi Oy, obliczenie jego wspétrzednych przez poréwnanie

diugosci ramion AC i BC, a nastepnie obliczenie dtugosci bokow trojkata i jego obwodu
(przyktad 18.).

Przyktad 18.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Kolejnym sposobem prezentowanym przez zdajgcych byto wykorzystanie wtasnosci
wektoréw (przyktad 19.).

Przyktad 19.
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Btedne rozwigzania zadania 35. wynikaty z braku znajomosci potozenia punktéw w uktadzie

kartezjanskim i mylenia przez zdajgcych kolejnosci wspotrzednych wierzchotka €
(przyktad 20.).

Przyktad 20.
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Czes¢ zdajacych nie ustrzegta sie btedéw rachunkowych (przyktady 21. i 22.).

Przyktad 21.
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Przyktad 22.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Czasem btedy popetnione przez zdajgcych prowadzity do zaskakujgcych wynikéw, np. do
otrzymania dwoéch wierzchotkow C, ktérych zdajacy nie potrafili zinterpretowac i wybraé
wiasciwego rozwigzania (przykfady 23. i 24.).

Przyktad 23.
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Przyktad 24.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony

Analiza wskaznikéw poziomu wykonania zadan wystepujgcych w zestawie egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym pozwala sformutowac wniosek, iz
wsrod zadanh wystepujgcych w zestawie egzaminacyjnym zadne z zadanh nie byto bardzo
tatwe, ani nawet tatwe dla tegorocznych maturzystow, a jedynie cztery zadania byty
umiarkowanie trudne.

Sposrod tegorocznych zadah najtatwiejsze byty te, przy rozwigzywaniu ktérych nalezato
wykorzysta¢ powszechnie znane wzory lub zastosowaé konkretne twierdzenia w typowych
kontekstach.

Najtatwiejsze dla zdajgcych byto zadanie 5. (poziom wykonania zadania 71%), ktére
sprawdzato umiejetnos¢ obliczania granic ciggdéw, korzystajgc z granic ciggéw typu % : n_lz

oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciggéw.

Z kolei zadanie 10., przy rozwigzywaniu ktorego nalezato wykazac sie umiejetnoscig
wyznaczenia rownania prostej przechodzacej przez dwa dane punkty, obliczenia odlegtosci
punktu od prostej, a takze wyznaczenia wspétrzednych punktu stycznosci okregu i prostej,
poprawnie rozwigzato 59% zdajgcych. Podobny poziom wykonania (52%) zostat osiggniety
dla zadania 6., w ktérym nalezato wykazaé prawdziwo$¢ rownosci w oparciu o wiasnosci
logarytmow.

Umiarkowanie trudne dla zdajgcych (poziom wykonania — 54%) okazato sie rowniez
zadanie 1., w ktérym nalezato wykorzysta¢ wzoér na cosinus podwojonego kata i wyznaczy¢
wartos¢ funkcji cosinus kata o mierze wyrazonej w stopniach.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie rozszerzonym znalazly sie trzy zadania, ktérych poziom wykonania byt nizszy
niz 20%.

Najwiecej problemow tegoroczni maturzysci na poziomie rozszerzonym mieli z rozwigzaniem
zadania 8., o czym Swiadczy niski poziom wykonania tego zadania — 18%. Sprawdzato ono
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacja, a wymagato przeprowadzenia dowodu
geometrycznego — wykazania, ze pole tréjkgta DBP opisanego w tresci zadania jest 21

razy mniejsze od pola trojkgta rownobocznego ABC.

Sposobow wykazania zalezno$ci miedzy polami trojkgtow byto kilka. Najpopularniejszym

z nich byto wykorzystanie przystawania trojkgtow ABE i BCD oraz podobienstwa trojkgtow
DBP i DCB, zastosowanie twierdzenia cosinuséw i poréwnanie pol tréjkgtéow DBP i ABC
(przyktady 25.-27.).
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Przyktad 25.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przykiad 26.
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Innym sposobem rozwigzania zadania prezentowanym przez zdajgcych jest wyznaczenie
dtugosci odcinkéw |CD| z twierdzenia Stewarta, a nastepnie wyznaczenie skali
podobienstwa i skorzystanie ze zwigzku pomiedzy skalg podobienstwa i polami figur
podobnych (przykiad 27.).

Przyktad 27.
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Ciekawym sposobem przeprowadzenia dowodu byt sposob oparty na poprowadzeniu
odcinkéw réwnolegtych do bokéw tréjkata ABC, nastepnie skorzystaniu z podobienstwa
odpowiednich tréjkgtéw i wyznaczeniu skali podobienstwa oraz pél szukanych tréjkgtow
(przyktady 28.—30.).

Przyktad 28.

Wykaz, ze pole trojkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkgta ABC.
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Przykiad 29.
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Wykaz, Zze pole trojkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola tréjkata ABC.
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Przykiad 30.
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Wykaz, ze pole tréjkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
Pocaer:

'TDtPJot-wr’imj .Pra_ul;j _&,jc_-noﬂzﬁ[f i oo DC ‘Pmd.udry., P W
E’ W &qauog /!l_)“(.{.:;'-_].;"- ) e F’Iah']'! Q‘B LJ ru,mhure IP L
2 el Tabser | Al

el A7)

. I.&_Cl 1&1;1’ EREEERE
. 11 1A i L =
_?‘)( 2", ! mﬂ

iFHPIr-—Jkl ==“-> ml--g}c =3 I?Bi‘%
-MBEuA fp*ma {!«ai,w,m)
]{‘;‘J BE] = 1&9%?} fon s lad , e
#EDP! ,‘K(B'Pgi (dfmf :F@Jc vp(-mttr.sjlc Pn«:&g"‘ h“‘“)

_iaT"EEaf—J#wﬁ] M- m= SRR
E"P.ﬁﬂ}??_:‘ ?2— hql-.’r “:}pf Sh ]}'5. Q.PE X %}( S!riq (—:_,Ocj:.. |
Lol g : &r o Jr: Pl

. , K= E*
fmwff W—J— 1‘?‘% _— % oy
.' = _Tlﬁ

; Il?dﬁi

| C)Q'Efu -'c; Faﬁmt—cn
YU el 4 MET

I ‘q" —WF’)J(J. ﬁ‘r‘i-t’;r-?-ﬁ-" CD.f ‘Ee{ -

E AN %\W VeD3P A

. Fanpc ]

ORE

———

Strona 41 z
104



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

WS$rdd ciekawych rozwigzan prezentowanych przez zdajgcych byty rozwigzania, w ktorych
zastosowano twierdzenie Cevy (przykfad 31.).

Przyktad 31.
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Niektérzy zdajgcy w swoim rozumowaniu wielokrotnie korzystali z faktu, ze stosunek pdl
trojkgtow o wspolnej wysokosci jest rowny stosunkowi dtugosci podstaw, na ktore ta
wysokos¢ jest opuszczona (przyktad 32.).

Przyktad 32.

Wykaz, ze pole trojkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Czes¢ zdajagcych prowadzgc dowdd umieszczali tréjkat ABC w uktadzie wspotrzednych tak,
aby wierzchotek C lezat w pierwszej ¢wiartce uktadu wspoitrzednych i przeprowadzali dowdd
z zastosowaniem wektoréw (przykfad 33.).

Przyktad 33.
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Wiekszos¢ zdajgcych nie poradzita sobie z rozwigzaniem zadania 8. Czes$¢ z nich nie
ustrzegta sie btedow rachunkowych (przyktad 34.), czy tez merytorycznych (przyktady 35.

i 36.), a jeszcze inni konczyli swoj dowdd po kilku przeksztatceniach, nie majgc pomystu na
doprowadzenie go do konhca (przyktady 37. oraz 38.) lub po prostu opuszczali rozwigzanie
zadania.

Przykiad 34.
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Przykiad 35.

ORE

N R Strona 47 z
104




Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przykiad 36.

Wykaz, ze pole tréjkagta DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkgta ABC.
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Przykiad 37.

Wykaz, ze pole frojkagta DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
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Przyktad 38.

Wyka#, 2e pole trgjkata DEP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ARC,
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Duze trudnosci sprawito zdajgcym (poza zadaniem na dowodzenie) rozwigzanie zadan 12.
oraz 14. (poziomy wykonania tych zadan to — odpowiednio — 24% i 25%).

Zadanie 12. to zadanie sprawdzajgce wiadomosci z obszaru Uzycie i tworzenie strategii,
w ktorego rozwigzaniu zdajgcy mieli wykazaé sie umiejetnoscig rozwigzywania rownan
trygonometrycznych.

Jednym ze sposobow rozwigzania tego zadania bylo zastosowanie wzoru na cosinus
podwojonego argumentu i zapisanie rownania w postaci iloczynowej, nastepnie zapisanie
alternatywy odpowiednich réwnan i wyznaczenie rozwigzan kazdego z nich w przedziale
domknietym (0, 7). llustracjg tego sposobu rozwigzania jest przyktad 39.

Przyktad 39.

\ gl ¢ _
(1})2>(':‘\‘5LLC>X—5.11><> Xe O, r?’}
" iC ; - !Z . 1;21 4 |4
\L/J ANK_= .jq \L\\JX f— A :.)l“X T
sinx = ( 2= x) tosx
&

X Vo ¢ - .
e, Vo ety l:%: ’\(Lc'zsy <% ~ RS
6'4‘)5,"Q X - 1""7&)( — -%wsx - % Sinx =)

(Los X — Sin X/(&".S-\ +da r\') —_ lf ([,OS x — Sin \) =7
(C[/‘Sfr -—§!/'7‘\”)(Cf_lf§,’x +6inX _Li:—):(v
- : 2 .7
CJIX — SN =) Ve Losx +snx — 7 =/
: 2’
(osSx = sin X v 0S¥ + Sinx = 2
; i )
Xz 4%f |
———. sinx = 05 (§ =x)

5 T - & -
< O% ‘?1‘ e WS _'_24_*_ = L..;Q&
) 2 _ T o SRR P
sk e 1 (0 x-%)= % [+ %
Leos(x-TL)=4 |2
AN o
ws (x—=%) = =
| G
) St TR )
- 8 ™ "'r#%‘ -
X = 3+ ALy = U
T

B ¥ o)
Odpowiedz: ... XE ) & 1.7 X

OLE §
el Strona 51 z

104



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Inni zdajgcy przeksztatcali prawg strone rownania, stosujgc wzor na cosinus sumy
argumentow, nastepnie wzor na réznice cosinusow, po czym przeksztatcali rownanie do
postaci iloczynowej i wyznaczali rozwigzania kazdego z otrzymanych w alternatywie réwnan
w przedziale domknietym (0, ) (przyktad 40.).

Przyktad 40.
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Kolejna grupa zdajgcych zapisywata rownanie w postaci réwnosci cosinuséw, wypisywata
dwie serie rozwigzan i na koniec podawata rozwigzania réwnania w przedziale (0, )

(przyktad 41.).

Przyktad 41.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

WS$rdd rozwigzan zdajgcych nie brakowato takich, ktore zawieraty btedy. Niemata czes$¢

rozwigzujgcych zadanie dzielita réwnanie przez jeden z czynnikéw (cos x — sinx) bez

rozstrzygania sytuacji, gdy cosx = sin x, pomijajgc w ten sposob jedno z rozwigzan

(przyktady 42. oraz 43.).

Przyktad 42.
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Niektérzy ze zdajgcych zapisywali rownanie w postaci réwnosci cosinusow i pomijali jedng
serie rozwigzan (przyktad 44.) lub jedno rozwigzanie (przykfad 45.).

Przyktad 44.
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Czes¢ zdajacych, rozwigzujac jedno z otrzymanych réwnan, stosowata metode analizy

starozytnych — podnosita obie strony réwnania cos x + sinx = g do kwadratu, lecz nie

sprawdzata i nie odrzucata rozwigzan obcych (przyktady 46. i 47.).

Przyktad 46.
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Zadanie 14. sprawdzato wiadomosci z obszaru Modelowanie matematyczne w czesci a)

(w ktorej zdajgcy mieli wykazac sie umiejetnoscig wyznaczania wzoru funkcji opisujgcej pole
trojkata, jesli dane byty wspdtrzedne dwéch jego wierzchotkéw i podane réwnanie krzywej,
na ktérej lezat wierzchotek trzeci) i Uzycie i tworzenie strategii w czesci b) (w ktérej nalezato
wyznaczy¢ wartosci parametru m, tak aby tréjkat ten byt ostrokatny).

W rozwigzaniu zadania 14. w czesci a) zdajgcy musiat uzalezni¢ wspotrzedne wierzchotka C
oraz jego wysokos$¢ opuszczong z tego wierzchotka w zaleznosci od zmiennej m i zapisaé
wzor na pole trojkata ABC w zaleznosci od tej zmiennej, zas w czesci b) wyznaczy¢
wartosci parametru m, tak aby tréjkat ten byt ostrokatny. Zdajgcy mogt rozwazy¢ potozenie
prostych prostopadtych do prostej AB przechodzgcych przez punkty A i B, zauwazajac,
ze kat przy wierzchotku C jest ostry (przyktad 48.) lub skorzystac¢ z twierdzenia cosinusow
(przyktad 49.).

Przyktad 48.
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Przykiad 49.
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Zdajgcy czesto nie podejmowali proby rozwigzania zadania 14., bgdz ograniczali sie do

rozwigzania podpunktu pierwszego (przyktad 50.), czes¢ jednak nawet to czynita btednie
(przyktad 51.).

Przyktad 50.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

W rozwigzaniach zdajacy nie ustrzegli sie btedow rachunkowych (przyktad 52., przyktad 53.),
a czesto rozwigzania te nie byly petne (przyktad 54.).

Przykiad 52.
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Przyktad 53.
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Przyktad 54.
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Analiza zadan wymagajgcych modelowania matematycznego

Modelowanie matematyczne to umiejetnos¢ opisywania w jezyku matematyki rzeczywistej
sytuacji poprzez stworzenie/dobranie odpowiednich struktur i obiektéw matematycznych
wraz okresleniem zalezno$ci/relacji miedzy nimi. Stworzony model moze mie¢ posta¢ wzoru,
réwnania, uktadu réwnan, funkcji, algorytmu, przestrzeni probabilistycznej itp., a ponadto
powinien uwzgledni¢ jedynie te aspekty rzeczywistej sytuacji, ktére wigzg sie z postawionym
problemem.

Na tegorocznym egzaminie na poziomie podstawowym przedmiotem rozwazan

w zadaniu 31. (poziom wykonania 40%) byto wyznaczenie wzoru funkcji liniowej na
podstawie informacji o tej funkcji. Zadanie to, oprécz dowodu, stanowito powazne wyzwanie
dla wielu zdajacych.

Aby poprawnie wyznaczy¢ wzor funkcji liniowej f(x) = ax + b nalezato poprawnie
zinterpretowac informacje, ze funkcja przyjmuje wartos¢ 2 dla argumentu 0 oraz wiasciwie
zinterpretowac rownanie z tresci zadania f(4) — f(2) = 6.

Znaczna czes$¢ zdajgcych, ktorzy poprawnie rozwigzali to zadanie, najpierw korzystata

z wiasnosci funkgiji liniowej, ze punkt przeciecia prostej bedgcej wykresem tej funkcji z osig
0Y ma wspétrzedne (0, b). Na podstawie tego wnioskowali,ze b =2 i f(x) = ax + 2.
Kolejnym etapem byto wyznaczenie wartosci funkcji dla argumentow 4 i 2, czyli
f(4)=4a+2 i f(2) = 2a + 2 orazich podstawienie do danego réwnania

f(4) — f(2) = 6. 1w koncu, otrzymana po rozwigzaniu réwnania 4a+ 2 — (2a+2) =6
warto$¢ wspotczynnika kierunkowego a = 3, podstawi¢ do wzoru funkcji f i zapisaé
f(x) = 3x + 2 (przyktad 55.).

Przyklad 55.
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Liczna grupa zdajgcych najpierw poprawnie wyznaczata wartosci funkcji liniowej dla
argumentéw 4 i 2: f(4) =4a+ b oraz f(2) = 2a + b i wyznaczone wartosci funkc;ji
podstawiali do danego w tresci zadania réwnania f(4) — f(2) = 6. Po rozwigzaniu tego
rébwnania z niewiadoma a otrzymywali wartos¢ wspotczynnika kierunkowego a = 3

i zapisywali f(x) = 3x + b. Nastepnie poprawnie interpretowali informacje, ze funkcja f
przyjmuje wartos¢ 2 dla argumentu 0 izapisywali réwnanie 2 = 3 - 0 + b. Po rozwigzaniu
otrzymywali b = 2 i zapisywali poprawny wzor funkgiji liniowej f(x) = 3x + 2

(przyktad 56.).

Przyktad 56.
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Niektorzy zdajgcy poprawnie zinterpretowali obie informacje podane w tresci zadania
i obliczali wspotczynniki a i b niezaleznie (przyktad 57.).

Przyktad 57.
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Czes$¢ zdajgcych poprawnie interpretowata informacje, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ 2
dla argumentu 0, a nastepnie wiasciwie zinterpretowata réwnanie f(4) — f(2) = 6

f@-f(2)
4—

i obliczyta wspotczynnik kierunkowy a jako iloraz réznicowy a = , Uzasadniajgc

obliczenie a wiasnoscig funkgji liniowej o statym stosunku przyrostu wartosci funkcji do
przyrostu argumentu (przykfad 58.).

Przykifad 58.
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Wsrod zdajgeych byli i tacy, ktérzy poprawnie obliczyli wspotczynnik b, natomiast
wspotczynnik kierunkowy a wyznaczyli metodg prob i btedow, a wskazang warto$¢
sprawdzili z warunkami zadania. Takie rozwigzanie prezentujemy w przyktadzie 59.

Przyktad 59.
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Czes¢ zdajagcych, w modelowaniu wykorzystata wtasnos¢ funkcji liniowej, ze stosunek
przyrostu wartosci do przyrostu argumentu jest staty. Ci zdajgcy wiasciwie zinterpretowali
dane w tresci zadania rownanie f(4) — f(2) = 6 i poprawnie wnioskowali, ze kazdy
przyrost argumentu o dwa implikowa¢ bedzie przyrost wartosci funkcji o szes¢. Nastepnie
sporzadzali ilustracje graficzng do zadania — rysowali uktad wspotrzednych, kreslili prostg
i, korzystajac z rysunku, podejmowali probe dopasowania wspotczynnikéw a i b wzoru
funkcji f, po czym sprawdzali, czy punkty prostej spetniajg zaleznos¢ f(4) — f(2) =6
(przyktad 60.).

Przyktad 60.

for-fta=6 Fout RS il B0 e
- 1 - [ > .

Niektorzy zdajgcy podawali poprawny wzoér funkcji od razu — bez zadnych obliczen
(przyktad 61.). Jednak za takie rozwigzanie zdajgcy mogt otrzymac tylko 1 punkt.

Przykiad 61.

D=L

Zagadnienia wymagajgce przeprowadzenia modelowania w kilku etapach sg istotnym
wyzwaniem dla zdajgcych. Nierzadko, pomimo bezbtednego wykonania pierwszego etapu
rozwigzania, zdajacy nie doprowadzali poprawnie modelowania do konhca.

Jakie sg zatem prawdopodobne przyczyny niskiego wyniku w zadaniu, ktoére nie nalezato do
zadan szczegdlnie opuszczanych, jak zadanie typu ,wykaz, ze”, a w podanych w tresci
zadania informacjach wyraznie wskazano na wydzielone obiekty i relacje miedzy nimi,

Z czego jasno wynikata droga postepowania? Oto mozliwe odpowiedzi.
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Najwiekszg trudnosc¢ dla zdajgcych stanowito zinterpretowanie danej w tresci zadania
informaciji, ze funkcja przyjmuje wartos¢ 2 dla argumentu 0.

Liczna grupa zdajgcych mylita argument funkcji z jej wartosciag i btednie zapisywata te
informacje jako f(2) = 0, co $wiadczy o braku znajomosci podstawowych pojec
zwigzanych z funkcjg (przyktad 62.).

Przyktad 62.

flyy=0
PLGY~ P2 =6
MY -0 =6
o) =¢

J{-(k): Q,x'E‘

gozja%
Ag:qq4g

G::.q

0. =3
-b'=2a
b= h:—-é

\[(x): Qe — 6

Z dalszego rozwigzania zdajgcego wynika, ze rozumie zapis f(4) i f(2), poniewaz
wiasciwie zinterpretowat dane w tresci zadania rownanie f(4) — f(2) = 6.

Niematej czesci maturzystéw, pomimo zrozumienia istoty zagadnienia, znajomosci

i rozumienia pojecia funkgciji liniowej, zapisania poprawnego réwnania z niewiadomg a,
popetniony btgd rachunkowy w jego rozwigzaniu uniemozliwiat otrzymanie poprawnego
wzoru funkcji f.

W wielu przypadkach, w ktérych zdajacy prawidtowo wyznaczyli wspétczynnik b, o braku
poprawnosci wyznaczenia wzoru funkcji liniowej decydowaty btedy w dalszym etapie
rozwigzania zadania. Typowe btedy popetniane przez maturzystow ilustrujg przyktady 63.
i 64. Wprawdzie w przedstawionych ponizej rozwigzaniach wyznaczono poprawnie
wspotczynnik b, lecz potem zapisano niepoprawne réwnanie z niewiadomg a, co
uniemozliwito uzyskanie poprawnej wartosci wspotczynnika kierunkowego.
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Przyktadem 63. ilustrujemy bardzo czesty btad zdajgcych polegajgcy na pominieciu nawiasu
w zapisie réwnania z niewiadomg a.

Przyktad 63.
8(0)-2, 5(“)-—6(2)= S ‘é‘o"( 15

o< A

i Y St

yw)-§@) -6

nl

2=-0o
Yo +2 -~ 2a t2 =6

b=2
2o, =2

=2

ey - Ay i - Ay

b=
a =4

Y= xe2

W przykiadzie 64. zdajgcy nie wyznaczyt poprawnej wartosci funkcji f dla argumentu 2
i w konsekwencji otrzymat btedng warto$¢ wspétczynnika kierunkowego a.

Przyktad 64.
: ax +- e ) (h\ =
g e f(9)-f () ¢
’{i‘,i(‘,f)&f-[r botd =0 =1
_(f___’é ; J(cx = (?
' &

&~
.
i & 2
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Czes¢ zdajgcych, pomimo obliczenia poprawnej wartosci wspoétczynnika b oraz wtasciwej
interpretacji rbwnania danego w tresci zadania, zapisywata btedne rownanie z niewiadomg a,
przestawiajgc odjemng i odjemnik (przyktad 65.).

Przyktad 65.

Czes¢ zdajgcych poprawnie wyznaczyta wartos¢ wspétczynnika b, ale btednie
zinterpretowata réwnanie f(4) — f(2) = 6, poniewaz sformutowata btedny wniosek, ze
f(4) =8 f(2) = 2 inatym btednym wniosku oparta dalsze rozwigzanie. W$rod

zdajgcych byli i tacy, ktorzy nie potrafili zinterpretowaé danego w tresci zadania rownania i tylko
zapisali f(0) =2 ,wiech = 2 ina tym konczyli rozwigzanie.

Duza grupa zdajgcych, ktérzy wiasciwie zinterpretowali réwnanie z tresci zadania
f(4) — f(2) = 6 irozpoczynali rozwigzywanie zadania od obliczenia wspoétczynnika
kierunkowego a funkcji liniowej f iotrzymali a = 3, popetniata btedy w obliczeniu
wspotczynnika b. Przyktadem 66. ilustrujemy takie btedne rozwigzanie.

Przyktad 66.

£(0) -2
£ (1) -£0)-C :
2 [T 3
O—‘;’;@—?){{‘;" \1-. O‘M }6_ X(): 2—
b=l vy=a(<-2)+
b=6 g('-f] o (l'1 2]+t
£ (2\=fc(2 -2) 46
I / Dea }-t_: = { -l{;
¥ LA
\[ - "“)(»—;—,?‘ vl a=2

2= |
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Niektérzy sposrod zdajgcych, ktérzy wiasciwie zinterpretowali dane réwnanie i zapisali
poprawne rownanie z niewiadomg a, popetniali btad rachunkowy w jego rozwigzaniu.
Nastepnie btednie interpretowali informacje, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ 2 dla
argumentu 0 i zapisywali niepoprawne réwnanie 0 = 2a + b (przykiad 67.).

Przykiad 67.

2 fla
F(q'»a;v(—) W G~ Za b
flg ~A2 < 6
FUQ) = 4 46
I{‘r:) = s b
"5 =i ECy)-f2) = 6
4 S e la <& - &= ¢§ = &

;7 s e 126 - &
75 -¢ o +b =2
P R i s 'z
fo+ b6 =3 /-~ '7.2,.*‘ &
[ <5 = o 2
P -6 = -3
}02; #L -0
pa L — ————
oL, = =
— .
=
2¢3 +6 =o t~6 |
€ +b = 0O I
A2 /;‘.«./?,; P X T

Wsrod rozwigzan byty réwniez takie, w ktérych zdajacy wtasciwie zinterpretowali dane
réwnanie, zapisali poprawne réwnanie z niewiadomg a, poprawnie zinterpretowali
informacje, ze funkcja f przyjmuje wartos¢ 2 dla argumentu 0, ale popetniali btgd

rachunkowy w obliczeniu iloczynu a oraz 0 izapisywali btedne rownanie 2 =a + b
(przyktad 68.).

Przyktad 68.
f @)= 2 flu) - @Y= 6 = axew
=0 +*b

b= 2-a

A= —A

"A=0-+b
(Marp) (2a+0) = 6

b= 4-a
{'(uaqva\f(m.»x—a)*s - o sk
h-2 -a. ')lﬂ- %: =
£ %2042 - ~2=6 —_— -
b= 2-a b= ~1

2o, = 6 a = %

Gtx

Odapowiedsz: l.j = . .5x-4.
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Niektorzy maturzysci w procesie konstrukcji modelu matematycznego danej sytuaciji,
przeprowadzali jej badanie, a nastepnie dokonywali wydzielenia obiektéw i relacji miedzy
nimi, zapisywali dostrzezone zwigzki i zaleznosci, ale nie potrafili ich odpowiednio potgczyé,
by osiggng¢ chocby niewielki postep na drodze do rozwigzania zadania. Przyktad 69.
stanowi takie witasnie rozwigzanie. Zdajagcy poprawnie zinterpretowat informacje, ze funkcja
przyjmuje warto$¢ 2 dla argumentu 0, ale nie wywnioskowat z tego, ze b = 2, obliczyt

wartosci funkcji dla argumentéw 4 i 2, ale nie zapisat poprawnego réwnania z niewiadomg a.

Przyktad 69.

ORER §

104

2(0)=2. 1(¢)-£(2)=¢

(x)=o >+l b+~ 244 =6
2 =6

2(4)=%ark 2:;:];—2‘r
¢L2332a + o~ 6-2\
2

0P 1
¢ -2% c-2L
% 'y =k %t~+t~=é

2 (6-2F) k-1 (6-21) ++=0
41*““+V‘é*ztif:6
0=0

| =2~
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Inni zdajacy nie potrafili skorygowac wtasnego rozwigzania pomimo refleksji nad
sprzecznoscig miedzy otrzymanym wynikiem a trescig zadania. Takie rozwigzania
ilustrujemy przyktadem 70., w ktérym zdajgcy sporzadzit ilustracje graficzng do otrzymanego
wyniku i zauwazyt sprzecznosé, ze dla otrzymanego wspoétczynnika kierunkowego a, nie
bedzie spetniony warunek f(4) — f(2) = 6 . Podjat zatem ponownie probe rozwigzania
zadania, ale nie byt Swiadomy, Ze btednie zapisat rownanie z niewiadoma a.

Przyktad 70.
ymaxte £ ) -f£C20)=6

$00)= 2 ai-:«r +%?— ol ?igs-

22 a0k b T g

2=k 2a =2 12
a."-"! i

T 72 = a04b
ho +b ~2atb=¢
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Przyktadem 71. ilustrujemy nieliczne rozwigzania, ktére swiadczg o nieznajomosci pojecia
funkgciji liniowe;.

Przyktad 71.

Maturzystom na poziomie rozszerzonym trudnos¢ sprawito zadanie 15. — optymalizacyjne,
wymagajgce zbudowania modelu matematycznego dla sytuacji realistycznej. W duzym
stopniu na taki wynik wptynat brak umiejetnosci budowania modelu matematycznego sytuacii
realistycznej (wyznaczenie funkcji kosztu), wyznaczania dziedziny, uzasadniania, ze wartos¢
minimalna jest wartoscig najmniejsza, oraz fakt opuszczenia zadania przez niematy odsetek
zdajgcych. Kolejna duza grupa zdajgcych byta w stanie poprawnie wykonac tylko jeden

Z etapéw zadania.

Zadanie optymalizacyjne, badajgce umiejetnos¢ modelowania matematycznego

z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego, funkcjonuje w arkuszu egzaminacyjnym dla
poziomu rozszerzonego od poczgtku istnienia nowej formuty egzaminu, tj. od roku 2015.

W poprawnym rozwigzaniu takiego zadania wystepujg state elementy: okreslenie —
najczesciej przez opis wzorem funkcji — konkretnego modelu matematycznego rozwazanej
sytuacji, uwzglednienie ograniczen i zastrzezen wynikajgcych z uwarunkowan
geometrycznych lub algebraicznych, na przykfad przez wyznaczenie dziedziny funkcji,
zastosowanie rachunku rézniczkowego do wyznaczenia wartosci ekstremalnych
przyjmowanych przez funkcje, ustalenie wartosci najwiekszych lub najmniejszych

z uwzglednieniem dziedziny badanej funkcji. Zadania te dotyczg zawsze badania sytuaciji,
w ktorej wystepuje mozliwos¢ zmiany wartosci lub rozmiaréw pewnego obiektu.

Na tegorocznym egzaminie przedmiotem rozwazan byto poszukiwanie wymiaréw
prostopadfosciennego pojemnika o podstawie kwadratowej o najmniejszym mozliwym
koszcie jego wykonania (zadanie 15.). Zdajgcy mieli ustali¢ zakres wartosci liczbowych dla
podstawy i wysokos$ci pojemnika, przy ktérych zadany pojemnik istnieje, zbudowac
matematyczny model realnej sytuacji opisanej w postaci funkcji opisujgcej zaleznos¢ kosztu
wytworzenia pojemnika od krawedzi podstawy pojemnika, wyznaczy¢ wymiary pojemnika

z najmniejszym mozliwym kosztem jego wytworzenia. Zatem do poprawnego rozwigzania,
po zbudowaniu modelu matematycznego danej sytuacji, wystarczyto konsekwentnie
zrealizowa¢ strategie, uwzgledniajgca typowe etapy rozwigzania zadania optymalizacyjnego.

szﬂﬁ‘\g_t, Strona 79 z

104



Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Oto poprawne rozwigzanie zadania (przyktad 72.). Zdajgcy w pierwszej kolejnosci rozwazyt
wiasciwe geometryczne uwarunkowania oraz ograniczenia co do wymiaréw pojemnika
podane w tresci zadania i wyznaczyt zakres wartosci, ktére mogg by¢ przyjmowane jako
krawedz podstawy prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej. Nastepnie wykorzystat
informacje o kosztach wytworzenia poszczegodlnych scian pojemnika i wyznaczyt zalezno$¢
kosztu wytworzenia pojemnika od krawedzi jego podstawy. Na koniec wykorzystat rachunek
rézniczkowy do wyznaczenia wartosci ekstremalnych, ustalit warto$¢ zmiennej, przy ktorej
funkcja kosztu przyjmuje warto$¢ najmniejszg i wyznaczyt wymiary prostopadtosciennego
pojemnika o podstawie kwadratowej o hajmniejszych kosztach wytworzenia.

Przykiad 72.

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bedzie najmnigjszy.
* namniejszy. .
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WSsrdd rozwigzan zadania optymalizacyjnego dominowaty takie, w ktérych zdajgcy podawali
btedng dziedzine funkcji (przyktad 73.) oraz rozwigzania bez poprawnego uzasadnienia
istnienia wartosci najmniejszej badanej funkcji (przyktad 74.).

Przyktad 73.

\//: /((((’\,"h’\3 \/: P, {—( 2.
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Przykiad 74.

Pewien =zakiad otrzymal zamowienie na wykonanie prostopadiosciennego zbiornika

Zadanie 15. (0-7)

Dno zbiornika ma by¢ kwadratem.

144 m?,

Zaden z wymiarow zbiornika (krawedzi prostopadtoscianu) nie moze przekraczac 9 metrow.

Catkowity koszt wykonania zbiornika ustalono w nastepujgcy sposoéb:

(catkowicie otwartego od géry) o pojemnosci
— 100 ztza 1 m? dna

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bedzie najmniejszy.

— 75 ztza 1 m? &ciany bocznej.

,9], a w uzasadnieniu

Zdajacy wyznaczyt btedng dziedzine funkcji kosztu jako przedziat (0

najmniejszej wartosci okre$la monotoniczno$¢ funkcji kosztu w IR.
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Inni zdajacy, na etapie rozwigzania zadania wymagajgcym wykazania sie umiejetnoscig
zastosowania analizy matematycznej, byli w stanie wykonac tylko te czesé rozwigzania,

w ktérej nalezy wyznaczy¢ pochodng funkcji i ustali¢ wtasnosci pochodnej potrzebnych do
wnioskowania o ekstremach funkcji, a pomijali w swoich rozwigzaniach istotng cze$¢
rozwigzania zadania optymalizacyjnego — uzasadnienie, ze wartos¢ ekstremalna jest
wartoscig najmniejszg. Przyktadem moze by¢ rozwigzanie prezentowane ponizej

(przyktad 75.). W przedstawionej sytuacji zdajgcy koncentruje sie na tej czesci rozwigzania,
w ktérej moze wykazac sie jedynie znajomoscig rachunku rézniczkowego i zastosowaniem
pochodnych do wyznaczania wartosci ekstremalnych funkcji. Wyznaczenie mozliwych
wartosci dla argumentow funkcji, dla ktérych analizowane zagadnienie ma sens nie zostato
przeprowadzone poprawnie, a uzasadnienie istnienia najmniejszej wartosci funkcji opisujgcej
model w rozwigzaniu nie pojawito sie.

Przyktad 75.

— 75ztza 1 m? $Sciany bocznej.
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WSsréd zdajgcych, ktorzy zbudowali poprawny model matematyczny opisanej sytuacji, na
etapie rozwigzania zadania wymagajgcym wykazania sie umiejetnoscig zastosowania
analizy matematycznej, byli tacy, ktérzy stosowali, niewtasciwg w tym zadaniu, metode prob
i bledow, na podstawie wynikow ktorej wnioskowanie o najmniejszej wartosci nie byto
uprawnione (przyktad 76.).

Przyktad 76.
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Warto podkresli¢, ze wsrod maturzystow zdarzaty sie osoby poszukujgce wtasnego sposobu
rozwigzania, ktére zbudowaty nieschematyczny, poprawny model matematyczny realne;j
sytuacji. Nalezy tym bardziej doceni¢ takie dziatania, zwtaszcza w przypadku zadah
postrzeganych przez wiekszo$¢ zdajgcych jako trudne. Przykiad 77. jest ilustracjg takiego
rozwigzania. Zdajgcy przedstawit model matematyczny opisanej sytuacji w postaci funkcji

kosztéw zapisanej z wykorzystaniem proporcjicen 1 i % ,anie 100 zti 75 zt (niestety

ustalit btedng dziedzine funkciji i popetnit usterke w zapisie uzasadnienia istnienia wartosci
najmniejszej).

Przyktad 77.
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Sprawozdanie za rok 2021

Kolejna duza grupa zdajgcych nieuwaznie odczytata z tresci zadania uwarunkowania
dotyczgce liczby Scian tworzonego pojemnika. Zdajgcy albo nie uwzgledniali informaciji, ze
pojemnik miat by¢ otwarty od géry i zbudowali model sytuacji w postaci funkcji kosztu
wytworzenia pojemnika z obiema podstawami (przyktad 78.), albo nie uwzgledniali

wszystkich $cian bocznych w swoim rozwigzaniu przy modelowaniu funkcji kosztu
(przyktad 79.).

Przyktad 78.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przykiad 79.
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Sprawozdanie za rok 2021

Niemata czes$¢ zdajgcych nie uwzglednita w modelowaniu funkcji kosztu, a tylko funkcje pola

powierzchni pojemnika i przeprowadzita badanie takiej funkcji (przyktad 80.).
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Powyzsze przyktady wskazujg na to, iz maturzysci niewtasciwie rozwigzywali zadanie
optymalizacyjne przy wykorzystaniu rachunku pochodnych. Powszechnym zjawiskiem jest
brak zrozumienia istoty zagadnien optymalizacyjnych, a w szczegdolnosci koniecznosci
rozwazania geometrycznych i algebraicznych uwarunkowan oraz kontekstow realistycznych
przy okreslaniu modelu matematycznego, a takze rozumienia wtasciwego zastosowania
rachunku rézniczkowego do badania wiasnosci funkgji.

Podkresli¢ nalezy, ze materiaty informacyjne dotyczace egzaminu maturalnego w formule
obowigzujgcej od 2015 r. od poczatku zawieraty zapis 0 zamieszczaniu w kazdym arkuszu
maturalnym dla poziomu rozszerzonego zadania z zagadnieniem optymalizacyjnym.
Problematyka, ktorg te zadania poruszajg, wymaga zbudowania matematycznego modelu
rozwazanej sytuacji lub wykazania poprawnosci podanego modelu, a nastepnie
wieloetapowej strategii rozwigzania. Stgd wysoka liczba punktéw mozliwych do uzyskania za
rozwigzanie tego typu zadania, znaczgco decydujgca o wyniku catego egzaminu.

Zagadnienia optymalizacyjne sg czesto traktowane przez ucznidw i nauczycieli jako swoisty
algorytm postepowania, ktérego state elementy (etapy) wymagajg kazdorazowo specyficznej
realizacji ze wzgledu na réznorodnos¢ badanych sytuacji. Jednakze odmiennos¢ kolejnych
rozwazanych zagadnieh od wczesniej zbadanych w rozwigzanych juz zadaniach decyduje

o tym, ze maturzysci uwazajg ten typ zadan za trudny.

Kolejnym zadaniem na poziomie podstawowym wymagajgcym stworzenia modelu
matematycznego byto zadanie 34., sprawdzajgce umiejetnosé obliczania
prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach i zastosowania klasycznej definicji
prawdopodobienstwa. Zadanie dotyczyto dwukrotnego rzutu symetryczng szescienng kostkg
do gry. Nalezato obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na tym, ze suma
liczb wyrzuconych oczek jest rowna 4 lub 5, lub 6.

Zdajgcy musiat obliczy¢ liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych [Q| = 36,
wyznaczy¢ wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A, obliczy¢ ich liczbe

I, korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa, obliczy¢ prawdopodobienstwo

zdarzenia A: P(A) = % = 5 = é . Liczbe elementéw zdarzenia A zdajgcy mogt

wyznaczy¢ wypisujgc wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A:

A={(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3), (4, 1), (4,2), (5 1)}
(przyktad 81.) i zliczy¢ je, badz sporzadzajgc tabele ilustrujgca sytuacje opisang w zadaniu
(przyktad 82.), badz rysujgc drzewo stochastyczne rozwazanego doswiadczenia

(przyktad 83.).

Przyktad 81.
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Sprawozdanie za rok 2021

Przyktad 82.
2~ 6-6=36
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Przyktad 83.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Czes¢ zdajagcych pomijata niektére zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A
i otrzymywata btedny wynik. Przyktadami 84. i 85. ilustrujemy takie btedne rozwigzania.

Przyktad 84.
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Sprawozdanie za rok 2021

Niektorzy zdajgcy btednie wyznaczali zbiér zdarzenh elementarnych multiplikujgc rzuty kostkg
w danym doswiadczeniu i obliczali liczbe wszystkich zdarzeh elementarnych jako 72, co
Swiadczy o braku umiejetnosci budowania modelu przestrzeni probabilistycznej.

Kolejnym zadaniem, ktore sprawito problemy tegorocznym maturzystom zdajgcym egzamin
na poziomie rozszerzonym, wymagajace od zdajgcych umiejetnosci modelowania
matematycznego, byto zadanie 9. Poziom wykonania tego zadania to 30%. MaturzysSci
zmierzyli sie w tym zadaniu z zagadnieniem prawdopodobienstwa warunkowego. Zdajacy
musiat prawidtowo obliczy¢ liczbe wszystkich liczb czterocyfrowych podzielnych przez 18
oraz liczb podzielnych przez 18 i 15 (czyli przez 90) oraz zastosowa¢ wzor na
prawdopodobienstwo warunkowe.

Aby obliczy¢ liczbe wszystkich liczb czterocyfrowych podzielnych przez 18, zdajgcy mogt
skorzystac¢ z faktu, ze co osiemnasta liczba czterocyfrowa jest podzielna przez 18
(przyktad 86.) lub zastosowaé wzor na cigg arytmetyczny (przyktad 87.). Ponizej
zamieszczamy poprawne rozwigzania tego zadania.

Przyktad 86.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Przyklad 87
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Czes¢ zdajgcych zauwazata, ze liczby podzielne przez 15 i 18, to liczby podzielne przez

Sprawozdanie za rok 2021

90 i na takim wniosku opierata dalsze rozwigzanie (przykfad 88.).

Przyktad 88.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Niektorzy zdajgcy ilustrowali sposéb obliczania liczby liczb podzielnych przez 15 oraz przez
liczby 15 i 18 poprzez wypisanie kilku poczatkowych liczb spetniajgcych te warunki,

a nastepnie odrzucali liczby trzycyfrowe oraz mniejsze i podawali poprawng liczbe

(przykfad 89.).

Przykifad 89.
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Sprawozdanie za rok 2021

WSsrdd zdajgceych byli i tacy, ktérzy cho¢ zastosowali poprawng metode zliczania elementéw
zbioru A i AN B oraz poprawnie obliczyli moce tych zdarzen, to obliczajgc
prawdopodobienstwo warunkowe do wzoru, podstawiali nieodpowiednie dane (przyktad 90.).

Przyktad 90.
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Niektérzy ze zdajgcych btednie wyznaczali juz sam zbidr zdarzen elementarnych
(przyktad 91.).

Przykiad 91.

Zadanie 9. (0—4) '
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosowana liczba jest podzieina
przez 15, jesli wiadomo, Ze jest ona podzielna przez 18.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Czes¢ zdajgcych miato dobrg idee na zbudowanie modelu probabilistycznego
Z wykorzystaniem ciggu arytmetycznego, ale btednie stosowali wzér na n —ty wyraz ciggu
arytmetycznego. Przyktadem 92. ilustrujemy takie rozwigzanie.

Przyktad 92.
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Sprawozdanie za rok 2021

Czes¢ zdajacych blednie ustalita pierwszy lub ostatni wyraz ciggu arytmetycznego, lub
réznice tego ciggu. Przyktad 93. ilustruje takie rozwigzanie.

Przyktad 93.
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz.

Niektérzy zdajgcy dodatkowo popetniali bledy rachunkowe i nie otrzymywali poprawne;j liczby
zdarzen.

Wsréd zdajgcych byli i tacy, ktorzy pomijali niektore elementy zbioru liczb podzielnych przez
15, albo przez 18, albo przez 90. Przykiad 94. jest ilustracjg takich btednych rozwigzan.
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Sprawozdanie za rok 2021

Byty rowniez i takie rozwigzania, w ktorych zdajgcy probowali wyznaczyc liczbe zdarzen
sprzyjajagcych przez ustawianie, korzystajgc z reguty mnozenia, czesto zakohczong
uzyskaniem niepoprawnej liczby zdarzen sprzyjajgcych (przyktad 95.).

Przyktad 95.

o .[ ’-LO . /{O = 600 s

_pmisatusie

Na podstawie przedstawionej analizy mozna sformutowac wniosek, ze czes¢ zdajgcych nie
ma problemu z modelowaniem matematycznym, potrafi dobra¢ odpowiedni model do sytuac;ji
opisanej w tresci zadania, poprawnie operuje obiektami matematycznymi, potrafi poprawnie
wydzieli¢ obiekty i ustali¢ relacji miedzy nimi. Jednakze, wcale niemata cze$¢ zdajgcych,
zaréwno na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym, nie opanowata umiejetnosci
budowania i dobierania modelu matematycznego.
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Egzamin maturalny — matematyka. Wnioski i rekomendacije.

1. Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzit, ze
maturzystom nie sprawiajg trudnosci zadania sprawdzajgce pojedyncze, mato
skomplikowane umiejetnosci, wymagajgce wykonania jednej lub dwoch czynnosci.

2. Najlepsze wyniki na poziomie podstawowym zdajgcy uzyskali w zadaniach
zamknietych, ktore sprawdzaty umiejetnosci: wykonywania obliczeh procentowych,
stosowania wzoru na n-ty wyraz i na sume n-poczgtkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego, stosowania twierdzenia Pitagorasa, wyznaczania sredniej i mediany
zestawu danych oraz korzystania z wtasnos$ci katow i przekgtnych
w rownolegtobokach. Tym samym potwierdza sie teza, ze zdajgcy osiggajg bardzo
dobre wyniki w zadaniach krétkich, wymagajgcych jedynie zastosowania wzorow.
Trzeba zaznaczy¢, ze do zadan z dobrym wynikiem nalezg tez takie, ktére wymagaty
przeprowadzenia krotkiego rozumowania lub potgczenia kilku wlasnosci obiektéw
matematycznych.

3. Na poziomie rozszerzonym dla tegorocznych maturzystéow nie byto zadan tatwych,
a jedynie trzy zadania byty umiarkowanie trudne. Najlepsze wyniki zdajgcy uzyskali
w zadaniu, ktére sprawdzato umiejetnos¢ obliczania granic ciggow, korzystajgc

o 1 1 . . , . . .
z granic ciggow typu —, —- oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciagow
n n

i zakodowania otrzymanego wyniku, a takze w zadaniu z geometrii analitycznej, przy
rozwigzywaniu ktérego nalezato wykazac sie umiejetnoscig wyznaczenia réwnania
prostej przechodzacej przez dwa dane punkty, obliczenia odlegtosci punktu od prostej,
jak tez wyznaczenia wspotrzednych punktu stycznosci okregu i prostej. W odréznieniu
od lat ubiegtych tylko jedno zadanie zamkniete okazato sie umiarkowanie trudne dla
zdajacych. Byto to zadanie z trygonometrii, w ktérym nalezato wykorzysta¢ wzoér na
cosinus kata podwojonego i wyznaczy¢ wartos¢ funkcji cosinus kgta o mierze
wyrazonej w stopniach.

4. Podobnie jak w latach ubiegtych maturzys$ci lepiej radzg sobie z rozwigzaniem zadan,
w ktorych nalezy wykorzysta¢ znany algorytm, niz z zadaniami wymagajgcymi
zaplanowania strategii rozwigzania, modelowania matematycznego czy
uzasadnieniem postawionej tezy. Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja,
ze najwiecej trudnosci na egzaminie z matematyki sprawiajg maturzystom zadania
wymagajgce uzasadnienia prawdziwosci tezy. Zadania wymagajgce przeprowadzenia
rozumowania i przytoczenia poprawnej argumentacji sg znacznie czesciej od innych
pomijane, a wsrod tych zdajgcych, ktérzy podejmujg probe ich rozwigzania, jest wielu
whnioskujgcych o prawdziwosci tezy na podstawie sprawdzenia poprawnosci dla kilku
wybranych wartosci albo nieuprawnionym przyjmowaniu szczegoélnych zatozen
o rozwazanych obiektach matematycznych. Czesto tez zdajgcy pomijajg istotng czesé
rozumowania lub nie podajg jakiegokolwiek komentarza w kluczowych miejscach
przedstawianego uzasadnienia. Czeste sg rowniez rozwigzania, w ktérych zdajacy
poprawnie rozpoczynajg rozwigzywanie zadania, zauwazajgc istotne zaleznosci
w obiektach matematycznych, jednak nie doprowadzajg rozwigzania do konca,
poniewaz nie potrafig powigzac ze sobg otrzymanych zaleznos$ci. Umiejetnosci
z obszaru Rozumowanie i argumentacja okazaty sie najtrudniejszymi zadaniami
zarOwno na poziomie podstawowym jak i rozszerzonym (na poziomie
podstawowym najtrudniejszym byto zadanie polegajgce na przeprowadzeniu dowodu
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algebraicznego, a na poziomie rozszerzonym najnizszy poziom wykonania osiggneto
zadanie, w ktorym nalezato przeprowadzi¢ dowod geometryczny).

5. Zaréwno na poziomie podstawowym, jak i poziomie rozszerzonym, egzamin
ujawnit niski poziom opanowania przez zdajgcych umiejetnosci z zakresu geometrii
na ptaszczyznie kartezjanskiej. Dotyczy to gtéwnie zadanh rozszerzonej odpowiedzi,
w ktorych nalezato uzy¢ lub stworzy¢ strategie rozwigzania, tgczgc w spdjng, logicznie
uporzgdkowang catos¢ kilka pojedynczych umiejetnosci. Przyczyn niepowodzeh
zdajgcych w takich zadaniach nalezy upatrywac¢ w braku umiejetnosci czytania tresci
zadania ze zrozumieniem i poprawnej jej interpretacji. Opanowanie tych umiejetnosci
umozliwia stworzenie catosciowej koncepcji rozwigzania. Jednak warto zwrécié
uwage, ze wiekszos¢é maturzystow chetnie, i na ogdét poprawnie, rozwigzywata krotkie
zadania geometryczne, w ktérych zamieszczono rysunek, oraz takie, w ktérych
sporzgdzenie rysunku utatwiato rozwigzanie.

6. Na wyniki egzaminu z matematyki najcze$ciej znaczaco wptywa brak sprawnosci
rachunkowej oraz problemy z poprawnym wykonywaniem obliczen rachunkowych.
W rozwigzaniach zadan otwartych btedy rachunkowe nierzadko utrudniajg lub
uniemozliwiajg dokonczenie rozwigzania albo doprowadzajg do otrzymania wynikow
niespetniajgcych warunkéw zadania. Najczesciej zdajgcy w wyniku popetnianych
btedéw nie majg szansy rozstrzygac kwestii, ktére pozwolityby na sprawdzenie
opanowania przez nich umiejetnosci potrzebnych do prawidtowego rozwigzania
zadania. Brak odpowiedniej sprawnosci rachunkowej doprowadza czesto do
otrzymania wynikow, ktérych maturzysci nie potrafig wtasciwie zinterpretowac,
ujawniajgc brak zrozumienia pojec¢ i wkasnosci obiektow matematycznych, ktory jest
najczestszg przyczyna niepowodzen. Trudnosci w wykonywaniu obliczen sygnalizujg
koniecznos¢ zwrdcenia uwagi w trakcie nauki na staranne ich wykonywanie. Jest to
wazne na kazdym etapie edukacyjnym, a trzeba podkresli¢, ze wiele popetnianych
btedow to efekt niewtasciwego opanowania tresci nauczania w szkole podstawowe;j
czy w gimnazjum. Konieczne jest takze weryfikowanie poprawnosci otrzymanego
wyniku, a w przypadku wynikdéw sprzecznych z trescig zadania nie do przecenienia
jest wskazywanie tych niezgodnosci, by ksztattowaé umiejetnos¢ okreslania obiektéw
matematycznych wyznaczonych przez konkretne wartosci liczbowe lub umiejetnosc¢
wykazywania braku istnienia obiektow, ktére sg konsekwencjg uzyskanych wynikow.

7. Niemniejszy wptyw na wyniki egzaminu ma relatywnie niski poziom umiejetnosci
rozumienia tekstu matematycznego. Swiadczg o tym nieudane préby podjecia
rozwigzania zadan, gdzie juz w poczatkowej fazie tworzenia strategii rozwigzania
zdajgcy przystepujg do rozwazania sytuacji odmiennych od wynikajgcych z tresci
zadan. W trakcie procesu ksztatcenia nauczyciele powinni nada¢ duze znaczenie
poczatkowej fazie rozwigzania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istoty
rozwigzywanego problemu i rozumieniu opisanej sytuacji, a takze zwraca¢ uwage na
to, ze pozornie drobna zmiana w tresci zadania wymaga zastosowania zupetnie
innego rozumowania. Nalezy ¢éwiczy¢ z uczniami rozwigzywanie zadan réznymi
sposobami, ukazujgc tym samym rozmaitosc¢ strategii rozwigzywania probleméw
matematycznych.

8. W trakcie nauki nalezy koniecznie zwracaé uwage na staranne i sprawne
wykonywanie przeksztatcen i obliczeh. Nieodzowne jest weryfikowanie poprawnosci
otrzymanego wyniku, a w przypadku wynikow niezgodnych z trescig zadania
wyjasnianie sprzecznosci, aby ksztattowac¢ umiejetnos¢ okreslania obiektow
matematycznych wyznaczonych przez konkretne wartoéci liczbowe. Ten aspekt byt
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istotny m. in. w zadaniu z rébwnaniem trygonometrycznym, w ktérym cze$¢ zdajgcych
rozwigzywata je metodg analizy starozytnych i nie potrafita wybrac¢ wiasciwych
rozwigzan réwnania, a odrzucic¢ rozwigzan obcych.

9. W nauczaniu geometrii nalezy zwrdéci¢ szczegdlng uwage na poprawng interpretacje
tresci zadan i rozwazanie wtasciwych figur geometrycznych oraz ich elementéw.
Przeglad rozwigzan zdajgcych prowadzi do wniosku, aby w zadaniach z geometrii
na ptaszczyznie kartezjanskiej doskonali¢ umiejetno$¢ analizy zadania, doboru
adekwatnej strategii rozwigzania wynikajgcej wprost z tresci zadania (poziom
podstawowy), a na poziomie rozszerzonym doskonali¢ umiejetnos¢ samodzielnego
tworzenia przez uczniéw strategii na podstawie wnikliwej analizy tresci zadania
i identyfikowania istotnych dla rozwigzania etapéw.
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