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Egzamin maturalny — matematyka

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sktadat sie z 25 zadan
zamknietych wielokrotnego wyboru z jedng poprawng odpowiedzig oraz 9 zadan otwartych,
w tym 6 krotkiej odpowiedzi i 3 rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci opisane w pieciu obszarach wymagan ogdélnych podstawy programowej
Z matematyki:
I.  Wykorzystanie i tworzenie informacji (trzy zadania zamkniete i jedno zadanie otwarte
krotkiej odpowiedzi).
IIl.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (szesnascie zadan zamknietych i jedno
zadanie otwarte kroétkiej odpowiedzi).
lll.  Modelowanie matematyczne (trzy zadania zamkniete, jedno zadanie otwarte krotkiej
odpowiedzi).
IV. Uzycie i tworzenie strategii (dwa zadania zamkniete, dwa zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi, dwa zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi).
V. Rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi).

Zdajacy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréow matematycznych, cyrkla, linijki oraz kalkulatora
prostego. Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajagcy mogt otrzymac 50 punktow.

SV ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych 39862
z licedw ogolnoksztatcgcych 27713
z technikéw 12149
ze szkot na wsi 1543
ze szkét w miastach do 20 tys. mieszkancéw 6896
ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 10417

Zdajgcy rozwigzujacy ze szkoét w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 21006

zadania w arkuszu -

standardowym ze szkoét publicznych 34639
ze szkot niepublicznych 5223
kobiety 21175
mezczyzni 18687
bez dysleksji rozwojowej 34537
z dysleksjg rozwojowg 5325

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu zwolniono 28osoby- laureatéw i finalistéw Olimpiady Matematyczne;j.
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Sprawozdanie za rok 2020

A== ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujgcy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 232
cadeni varkuszach | sabowidzacy 5%
niewidomi 6
stabostyszacy 65
niestyszacy 38
Ogotem 397

IPEEVNEE  INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu

9czerwca 2020

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 170 minut
Liczba szkot 684
Liczba zespotow egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw 637
Liczba obserwatorow* (§ 8 ust. 1) 29
Liczba w przypadku:
uniewaznien?
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 5
pkt 2 egzaminacyjnej zurzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zakidcenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 57
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow? (art. 44zzz) 906

1Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegotowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r. poz. 2223, ze zm.).

2Ustawa o systemie oswiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2020 r. poz. 1327).
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Egzamin maturalny — matematyka

Poziom podstawowy. Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WATGIESEE  ROZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH

w

procent zdajacych

[N
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wynik procentowy
WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*
Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s?;ncdhgrlgg\l/\?e
1acy zdajacych | (%) %) (%) (%) (%) o
ogétem 39764 0 100 54 100 55 25
w tym:
z licedw
. 27616 0 100 60 100 61 25
ogolnoksztatcgeych
z technikow 12107 2 100 42 30 43 21

* Dane dotyczg wszystkich tegorocznych absolwentéw.Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wiecej

zdajacych.
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Poziom wykonania zadan

ISP POZIOM WYKONANIA ZADAN

Sprawozdanie za rok 2020

Wymagania szczegétowe Poziom
Nr Wymagania ogélne Gdy wymaganie szczegétowe dotyczy materiatu 1| wykonania
zad. etapu edukacyjnego— dopisano (G), gdy Il etapu zadania
edukacyjnego — dopisano (SP). (%)
Il. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy uzywa wzoréw
1. ii i ii 75
| Interpretowanie reprezentacj. skroconego mnozenia (& + b)2 oraza® —b? (2.1).
Il. Wykorzystanie 1. Liczby r.zeczyW|ste.>. Zdaja(.:y obllgza potegi o
2. i interpretowanie reprezentacii o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan 62
P P | ha potegach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
II. Wykorzystanie I1 : Licztby r_zei:zyvx_/iste. Zbclj_ajacy W);lkorzystuje Idefinicje
3. i interpretowanie reprezentacji. rogarytmu 1 stosuje w obliczeniach wzory na ogarytm 75
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
4 I. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy wykonuje obliczenia 79
' i tworzenie informacji. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
I. Wykorzystanie 3: Rf)wna[u:a |.n|erown050|. ng]qcy rozquu!e
5. . MR . nierébwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomg 66
i tworzenie informacii.
(3.3).
) 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy korzysta z
6. !.tWykorz.ys_tafnle ) wilasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu 65
i tworzenie informacii. x(x+1)(x—7):0 3.7).
4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspofczynniki
7 1. Wykorzystanie wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci 65
' i interpretowanie reprezentacji. kanonicznej, w postaci ogolnej i w postaci iloczynowej
(o ile istniejg) (4.10).
; 4. Funkcje. Zdajgcy wyznacza warto$¢ najmniejszg
8. “ Wykorzystar_ue - i warto$¢ najwiekszg funkcji kwadratowe;j 79
i interpretowanie reprezentacji. w przedziale domknietym (4.11).
4. Funkcje. Zdajgcy wykorzystuje wtasnosci funkcji
9 Il. Wykorzystanie liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien 77
' i interpretowanie reprezentacji. geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych
w kontekscie praktycznym) (4.12).
1. Wykorzystanie 3. Rovynama i nIeI‘OV\-/nOS.CI. Zdaja_cy spl.'awdz’a, czy.
10. | . o . dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania 78
i tworzenie informacii. s o
lub nieréwnosci (3.1).
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynniki
11. | iinterpretowanie reprezentaciji. . Lo . 62
wystepujgce we wzorze funkgiji liniowej (4.7).
:mg,‘:n‘ Strona 7z 79
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Egzamin maturalny — matematyka

4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji
dla danego argumentu. Postuguje sie poznanymi

12. “ Wykorzystaqle " metodami rozwigzywania rownan do obliczenia, 69
i interpretowanie reprezentacji. o : o s
dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang warto$¢
(4.2).
Il Wykorzystanie 8. Geornetrla na P’fa.szczyzme ka’rt’eZJanskleJ. Zdajacy
13. i interpretowanie reprezentacii bada réwnolegtosc¢ i prostopadtos¢ prostych 77
P P I na podstawie ich réwnan kierunkowych (8.2).
lll. Modelowanie 5. Ciggi. Zdajacy wyznacza wyrazy ciggu okreslonego
14. | matematyczne. . 79
wzorem ogolnym (5.1).
lll. Modelowanie 5. Ciggi. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
15. | matematyczne. A 87
n-poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (5.3).
Il. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajgcy wyznacza wzor funkgji liniowej na
16. | iinterpretowanie reprezentacji. S - - - . 68
podstawie informacji o funkciji lub o jej wykresie (4.6).
s . - 7. Planimetria. Zdajgcy stosuje zaleznosci miedzy
17. V. Uzycie i tworzenie strategi. katem srodkowym i kgtem wpisanym (7.1). 80
1. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
18. | iinterpretowanie reprezentaciji. wyznacza rownanie prostej przechodzgcej przez dwa 74
dane punkty (w postaci kierunkowej lub ogdinej) (8.1).
1. Wykorzystanie 6. Trygonometria. Zdajgcy wykorzystuje definicje
19. | iinterpretowanie reprezentaciji. i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens 69
katéw o miarach od 0° do 180° (6.1).
20 :Iiln\:\é)r/k?ertzgv?/;ri](iaere rezentacii 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy 64
' P P I oblicza odlegtos¢ dwach punktow (8.6).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
111. Modelowanie prawdopodobiehstwa i kombinatoryka. Zdajgcy zlicza
21. | matematyczne. obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, 82
niewymagajgcych uzycia wzoréw kombinatorycznych,
stosuje regute mnozenia i regute dodawania (10.2).
s . - G10. Figury ptaskie. Zdajacy oblicza pola i obwody
2. | V- Uzycie itworzenie strategii. | i 6w i coworokatow (G10.9). 59
1. Wykorzystanie G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku
23. | iinterpretowanie reprezentacji. prawdopodobiehstwa. Zdajacy wyznacza $rednig 67
arytmetyczng i mediane zestawu danych (G9.4).
L Wk an G11. Brytly. Zdajgcy oblicza pole powierzchni i objetosé
. Wykorzystanie ; . .
24. | iinterpretowanie reprezentacj. graniastostupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli 65

(takze w zadaniach osadzonych w kontekscie
praktycznym) (G11.2).
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Sprawozdanie za rok 2020

) G11. Bryty. Zdajgcy oblicza pole powierzchni i objetos¢
!I.' Wykorzystar]le . graniastostupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli
25. | iinterpretowanie reprezentacji. . X L 69
(takze w zadaniach osadzonych w kontekscie
praktycznym) (G11.2).
1. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierdwno$ci. Zdajgcy rozwigzuje
26. | .. . - L - . L 55
i interpretowanie reprezentacji. nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadomg (3.5).
L Wk L . 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajgcy korzysta
27. | - Y or%ystanle | tworzenie z wlasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu 61
informacji. x(x+1)(x-7)=0 (3.7).
_V. Rozumowgnie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy uzywa wzoréw
28. | Targumentacja. skréconego mnozenia (aib)2 oraz a’-b? (2.1). 23
7. Planimetria. Zdajgcy rozpoznaje trojkgty podobne
i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
V. Rozumowanie CeChy pOdObieﬁStwa tr(’)]kat(’)w (71 )
29. | iargumentacja. SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy rozpoznaje 19
i nazywa trojkaty ostrokatne, prostokgtne
i rozwartokatne, rownoboczne i rbwnoramienne
(SP9.1).
. 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
lll. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
30. | matematyczne. o . . 50
prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujgc
klasyczng definicje prawdopodobienstwa (10.3).
6. Trygonometria. Zdajgcy stosuje proste zaleznosci
miedzy funkcjami trygonometrycznymi:
31. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. sinf o +cos?a =1, tga = Sina . oraz 40
cosa
sin(90°—-a) =cosa (6.4).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegta lub
32 IV. Uzycie i tworzenie strategii. prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowej 24
' i przechodzi przez dany punkt (8.3). Zdajacy oblicza
wspotrzedne punktu przeciecia dwoch prostych (8.4).
Zdajacy wyznacza wspotrzedne srodka odcinka (8.5).
33 IV. Uzycie i tworzenie strategii. 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzér na n-ty wyraz i sume n 33
' poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (5.4).
9. Stereometria. Zdajgcy rozpoznaje
w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (miedzy krawedziami
IV. Uzycie i tworzenie strategii. i Scianami, przekatnymi i Scianami), oblicza miary tych
34. katow (9.2). 22
6. Trygonometria. Zdajgcy wykorzystuje definicje
i wyznacza wartosci funkgiji sinus, cosinus i tangens
katéw o miarach od 0° do 180° (6.1).
f(mgﬂ'"‘ Strona 9z 79
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Egzamin maturalny — matematyka

WATGIESAY  POzZIoM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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Obszar wymagan ogolnych

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat 4 zadania zamkniete
wielokrotnego wyboru, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krotkiej i 4 zadania rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci opisane w pieciu obszarach
wymagan ogoélnych podstawy programowej z matematyki:

I.  Wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie zamknigte).
II.  Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (dwa zadania zamkniete).
[ll.  Modelowanie matematyczne (jedno zadanie zamkniete i trzy zadania otwarte
rozszerzonej odpowiedzi).
IV.  Uzycie i tworzenie strategii (dwa zadania otwarte krétkiej odpowiedzi i trzy zadania
otwarte rozszerzonej odpowiedzi).
V.  Rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi i jedno
zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych, cyrkla, linijki oraz kalkulatora
prostego. Za rozwigzanie wszystkich zadan zdajgcy mogt otrzymac 50 punktow.
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IPAEERANES  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZU STANDARDOWYM*

Sprawozdanie za rok 2020

Liczba zdajacych 11325
z licedw ogdlnoksztatcacych 8032
z technikow 3293
ze szkot na wsi 232
ze szkdt w miastach do 20 tys. mieszkancow 10429
ze szkdt w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 2843
Zdajacy rozwigzujacy ze szkdt w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 6620
zadania w arkuszu - -
standardowym ze szkot publicznych 10479
ze szkot niepublicznych 846
kobiety 4440
mezczyzni 6885
bez dysleksji rozwojowej 9680
z dysleksjg rozwojowg 1645
* Dane w tabeli dotycza tegorocznych absolwentéw.
Z egzaminu zwolniono 28osoby — laureatdw i finalistéw Olimpiady Matematycznej.
ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH
Zdajacy rozwigzujacy | z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 66
zadania w arkuszach :
dostosowanych stabowidzacy 12
niewidomi 0
stabostyszacy 22
niestyszacy 6
Ogotem 106
CENTRALNA
KOMISIA Strona 11z 79
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Egzamin maturalny — matematyka

IPAEIERNER  INFORMACJIE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu 15 czerwca 2020
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 520
Liczba zespotow egzaminatorow 33
Liczba egzaminatoréw 637
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 5
Liczba w przypadku:
uniewaznien?
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzgdzenia telekomunikacyjnego 0
art. 44zzv | zakidcenia przez zdajacego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajacego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 3
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglagdow? (art. 44zzz) 465

2Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegotowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r. poz. 2223, ze zm.).

2Ustawa o systemie oswiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2020 r. poz. 1327).
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Wyniki zdajgcych

WYKRES 1. ROZKELAD WYNIKOW ZDAJACYCH

Sprawozdanie za rok 2020

I

procent zdajacych

0 4

wynik procentowy

A== WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE*

8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 88 92 96 100

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t);ncdha){rlgg\lie
jacy zdajacych | (%) %) (%) (%) %) o
ogétem 11320 0 100 36 50 40 29
w tym:
z licedw
. 8027 0 100 50 50 49 28
ogolnoksztatcgeych
z technikow 3293 0 98 8 4 17 18

* Dane dotyczg wszystkich tegorocznych absolwentéw.

zdajgcych.

CENTRALNA
KOMISJA
EGIAMINACYINA

Parametry statystyczne sg podane dla grup liczacych 30 lub wigecej
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Egzamin maturalny — matematyka

Poziom wykonania zadan

ISP POZIOM WYKONANIA ZADAN

Poziom
Nr . . . . wykonania
sad. Wymagania ogélne Wymagania szczegétowe zadania
(%)
. 3. Réwnania i nierowno$ci. Zdajacy stosuje twierdzenie
I. Wykorzystanie ) . o ) .
1. . C . 0 reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a 69
i tworzenie informacji.
(R3.4).
5. Ciggi. Zdajacy oblicza granice ciggéw, korzystajac
2. “ Wykorzystar?le .. Z granic ciggow typu 1 , iz oraz z twierdzen 88
i interpretowanie reprezentacji. n n
o dziataniach na granicach ciggéw (R5.2).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy
3 11l. Modelowanie wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, 82
' matematyczne. wariacji i wariacji z powtorzenia mi do zliczania
obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy uzywa wzoréw
. L 2 2 2
+ - ).
, Il Wykorzystanie skréconego mnozenia (a+b)” oraz a*-b* (2.1) .
~ | 1interpretowanie reprezentacji. | zdajgcy uzywa wzoréw skréconego mnozenia (a =+ b)3
oraz a®+b*® (R2.1).
7. Planimetria. Zdajgcy znajduje zwigzki miarowe
5. IV. Uzycie i tworzenie strategii. w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia 43
sinusow i twierdzenia cosinusow (R7.5).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajgcy wykorzystuje pojecie
wartosci bez wzglednej i jej interpretacje geometryczng
IV. Uzycie i tworzenie strategii (RL.1).
6. ' ’ 4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykres funkcji okreslonej 34
w réznych przedziatach r6znymi wzorami; odczytuje
wihasnosci takiej funkcji z wykresu (R4.4).
V. Rozum?Wf_inie 7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne
7. | argumentacja. i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) 24
cechy podobienstwa trojkatow (7.3).
V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy uzywa wzoréw
8. | Targumentacja. skroconego mnozenia (a+ b)2 oraz a®—b? (2.1). 33
s . . 6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rownania
9. IV. Uzycie i tworzenie strategii. S .. 52
i nieréwnosci trygonometryczne (R6.6).
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V. R ) 5. Ciggi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
. Rozumowanie A
10. | i argumentacia. n pc?czatkowy.ch wy'razow ciggu aryt.metycznego (5.3). 39
Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
n-poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (5.4).
11 méxfndgc::\/\zlﬁzie 3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajacy stosuje wzory 50
' yezne. Viete'a (R3.1).
7. Planimetria. Zdajgcy znajduje obrazy niektorych figur
geometrycznych w jednokfadnosci (odcinka, trojkata,
czworokata itp.) (R7.3).
12. | IV. Uzycie i tworzenie strategii. 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy 39
postuguje si¢ réwnaniem okregu (x —a)2 +(y- b)Z =r?
oraz opisuje kota za pomocg nieréwnosci (R8.5).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
IIL. Model . prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy
. Modelowanie . . - N
13. | matematyczne. wyk.orz"y-stUJe.wz"ory na Ilszzbe 'perr.nutaCJ.l, komblnale, 25
wariacji i wariacji z powtérzeniami do zliczania
obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).
9. Stereometria. Zdajacy stosuje trygonometrie
do obliczeh dtugos$ci odcinkéw, miar katow, pol
14, | V- Uzycie i tworzenie strategii. powierzchni i objetosci (9.6). 28
. 7. Planimetria. Zdajgcy stosuje twierdzenia
charakteryzujgce czworokaty wpisane w okrag
i czworokaty opisane na okregu (R9.1).
111. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajgcy stosuje pochodne
15. | matematyczne. do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych 36
(R11.6).
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Analiza jakosciowa zadan
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie podstawowym mozna zauwazyC, ze nadal najwieksze trudnosci sprawiajg
maturzystom zadania dotyczgce udowodnienia twierdzenia. Wzglednie trudne dla
maturzystéw okazaty sie zadania 28. i 29. (dowodd algebraiczny i dowdd geometryczny). Byty
to zadania z obszaru Rozumowanie i argumentacja. Rozumowanie matematyczne
i argumentacja to umiejetnos¢ podawania matematycznych argumentéw uzasadniajgcych
poprawnos$¢ przeprowadzonego rozumowania. O prowadzeniu rozumowania $wiadczy fakt,
ze zdajgcy wyjasniania, dostrzega zwigzki, zaleznosci i prawidtowosci, dostrzega
podobienstwa miedzy obiektami, zdarzeniami, pojeciami, wykorzystuje prawidtowosci,
uogodlnia, uzasadnia, dobiera trafne argumenty, stosuje trafne obiekty matematyczne,
reprezentacje i narzedzia matematyczne oraz zapisuje dowod.

W zadaniu 29. zdajgcy osiggneli poziom wykonania 19%, za$ w zadaniu 28. —23%. Przyczyng
tak niskich wynikéw jest zaréwno niski poziom opanowania umiejetnosci przeprowadzania
i zapisania prostego rozumowania skfadajgcego sie z kilku krokow, jak réwniez opuszczenia
obu zadan typu ,wykaz” przez, ciggle niemata, czes¢ maturzystéw. Zauwazy¢ jednak trzeba,
ze coraz wiekszy odsetek zdajgcych podejmuje sie rozwigzania tego typu zadan.
Przeanalizujmy zatem poprawne sposoby rozwigzan oraz btedy, jakie wystgpity w dwoch
zadaniach o najnizszych wskaznikach tatwosci. Najtrudniejsze byto zadanie 29., ktére
wymagato od maturzysty uzasadnienia, ze dtugos¢ odcinka CF zawartego w boku BC tréjkata

réwnobocznego ABC stanowi % dtugosci boku tego trojkata.

Aby wykazaé, ze dtugo$¢ rozwazanego odcinka CF jest rowna %d’fugoéci boku trojkata
ABC, przy zatozeniu, ze odcinek CE stanowi % wysokosci CD tego trdjkata, mozna byto
zauwazy¢, ze tréjkat CDB jest potowg danego trojkata réwnobocznego o boku BC, wiec

|CD|=|BC|-§. Z tej zalezno$ci oraz wobec zaloZenia |CE|=%|CD| wynika, ze dlugosé

odcinka CE jest réwna |CE|:|BC|-%. Nastepnie nalezalo zauwazyé, ze réwniez tréjkat
CEF jest potowg trojkgta rownobocznego o boku CE, a odcinek CF jest wysokoscig tego

trojkata. Wobec tego |CF|:|CE|~§. Pozostato podstawi¢ wyrazenie |BC|'¥za CE, co

prowadzito do otrzymania zaleznosci|CF | = %|BC| (przyktad 1.).

Drugi sposéb polegat na zauwazeniu, Ze trojkat BCD jest trojkgtem prostokatnym o katach
ostrych 30° i 60°i o przeciwprostokatnej BC oraz zapisaniu wysokosci CD tego trojkata

w zaleznosci od diugosci boku BC jako |CD|:|BC|-§. Nastepnie przeprowadzeniu
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analogicznego rozumowania jak w sposobie pierwszym, ze tréjkagt CEF jest potowg trojkata
2CF|B

rownobocznego o wysokosci CF, z czego wynika, ze bok CE tego tréjkagta ma dtugosc -—

Wobec tego oraz zatozenia |CE| = %|CD| , po podstawieniu otrzymanych wyrazen za CE oraz

CD, otrzymujemy zalezno$¢ |CF|= %|BC| (przyktad 2.).

Trzeci sposdb rozwigzania byt analogiczny do sposobu drugiego. Polegat na zauwazeniu, ze
trojkgt BCD jest trojkgtem prostokatnym o katach ostrych 30° i 60° oraz
o przeciwprostokgtnej BC. Nastepnie wykorzystaniu zaleznosci miedzy bokami tego typu
trojkata oraz zapisaniu dtugosci przeciwprostokatnej BC i wysokosci CD tego tréjkata

w zaleznosci od diugosci przyprostokatnej BD jako |BC|=2:|BD| i |CD|=|BD|+/3. Wobec
tego oraz zatozenia |CE|=%|CD|, po podstawieniu wyrazenia za CD, otrzymujemy

|CE|:%|BD|\/§. Nastepnie przeprowadzeniu analogicznego rozumowania jak w sposobie

9
pierwszym, ze trojkat CEF jest polowg trojkata réwnobocznego, wiec wysokos¢|CF| :§|BD|.

CFl 9
A stad % T prowadzito do otrzymania zaleznosci|CF | = %|BC| (przykiad 3.)
W sposobie czwartym rozwigzania wystarczyto zauwazy¢ na mocy cechy (kat, kat, kat)

BC| |CD
podobienstwo trojkgtéw BCD i ECF, zatem H = % . Nastepnie wykorzystac fakt, ze trojkat

w. |, wobec

ABC jest rownoboczny, wiec wysokosé CD tego trojkata jest rc’>wna|CD| =

tego oraz zatozenia |CE| =%|CD|, skala k podobienistwa tréjkgtéw BCD i ECF jest réwna:

CD CD
= % = 8—‘/§ Dalej, zauwazeniu, ze r()wniezuzk, wiec |CF|=u- Podstawienie
ICE|~ 9 ICF| 83
9
otrzymanych wyrazen za CD i CE, prowadzito do otrzymania zaleznosci |CF|:%|BC|

(przyktad 4.).

k

Sposéb z wykorzystaniem podobienstwa trojkatow byt najczesciej stosowanym przez
zdajgcych sposobem przeprowadzenia rozumowania (przyktad 4.).

Ponizej zamieszczamy poprawne rozwigzania tego zadania wykorzystujgce omowione
sposoby (przyktad 1., przyktad 2., przyktad 3., przyktad 4.).
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Przyktad 1.

Zdajacy wykazat sie umiejetnoscig przeprowadzania i zapisania prostego rozumowania
skfadajgcego sie z kilku krokdw oraz w dowodzie podat poprawng argumentacje,
wykorzystujgc odpowiednie zwigzki miedzy obiektami.
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Przyktad 2.

Zdajacy zauwazyt, ze trojkgty BDC i EFC sg trojkgtami prostokatnymi o katach ostrych 30°
i 60° oraz poprawnie wyznaczyt dtugosci bokdéw w kazdym z tych tréjkatow. Nastepnie obliczyt

CF
stosunek dtugosci bokow ﬁ = % i stwierdzit zakonczenie dowodu.
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Przyktad 3.

Wykaz, 2e [CF| = ": |CB|

Zdajgcy zauwazyt, ze trojkat ABC jest trojkgtem rownobocznym, uwzglednit zatozenie i zapisat
zwigzek miedzy odcinkiem CE a dlugoscig boku BC trojkagta ABC. Nastepnie zauwazyt, ze
trojkat CEF jest tréjkatem prostokatnym o katach ostrych 30°,60° i skorzystat z zaleznoSci
miedzy dtugosciami bokdw takiego tréjkata. W ostatnim etapie rozwigzania wyznaczyt dlugosé
boku CF tréjkgta CEF w zaleznosci od diugosci boku tréjkgta rownobocznego ABC.
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Przyktad 4.

4|
Wykaz, 2¢ |[CF| = -l%lcm.

S ICEI= 2lCD) = lOE[= S1CD] [c8)+s

|CDl =k

A ol C L . .
inDD;-'ﬁo'{' &'Eac‘b e s M’Z: m.da i e

=i o gh &6CD Aove put bo bedigh ¢ iy B3
L0B( = J0-o = 4 FEC L ‘fua Hi :‘?‘ ¢
& _— R S S O Y hex* 6 ;(z:.) Ay 2

3 3 ::' )."Cn'

LF < S e

o 2 h oo 4?

b sxm an

59 B3, eclee h
ks X%- 503, = 5’3 i 9 IR

Zdajacy oznaczyt dlugos¢ boku BC przez x, zauwazyt, ze tréjkgty BCD i EFCsg podobne na
mocy cechy kat, kat, kat i wyznaczyt dtugosci odpowiednich bokéw w zaleznosci od x.

83
Nastepnie obliczyt skale podobienstwa trojkatow kZTJ—’ zapisat zaleznos¢ miedzy

D]

odpowiednimi przyprostokgtnymi trojkgtéw podobnych |CF|:T’ CO po podstawieniu

wielkosci doprowadzito do otrzymania tezy |CF|= %|BC|.
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Niektérzy zdajgcy do wyznaczenia zaleznosci w trojkatach prostokatnych BCD i CEF korzystali
z definicji funkcji trygonometrycznych (przyktad 5.)

Przyktad 5.
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Szésty sposob rozwigzania podejmowany przez zdajgcych polegat na fgczeniu elementéw
kilku sposobow opisanych wczedniej. Zasadnicze trudnosci rozwigzania zadania zdajgcy
najczesciej pokonywali analogicznie jak w poprzednio oméwionych przyktadach (przyktad 6.
i przyktad 7.).

Przyktad 6.
|
l¢El=2 e = e &=
//"“« Bend g1 AN ad=1Co
/ } 4 -
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:( N 'l—-" L:’. ._.‘.1,4: =
L 2 > 3 %
TR T R e 2 S S
: . (€ O AT
ok e e T ;' |
| # o
’ 13

Zdajgcy najpierw wykorzystat zaleznos¢ miedzy wysokoscig i bokiem w tréjkgcie
réwnobocznym, skorzystat z zatozenia i wyznaczyt |CE| = |BC|-% . Nastepnie zauwazyt, ze

trojkaty BDC oraz FEC sg podobne. Zapisat rownos¢ stosunkéw odpowiednich bokéw

CD| |CF
||C_B|| = _||CE|| , Z proporcji wyznaczyt CF i po podstawieniu wczes$niej otrzymanych wyrazen za

CE oraz CD, otrzymat teze |CF|= %|BC|.

Strona 24 z 79



Sprawozdanie za rok 2020

Przyktadem 7. llustrujemy rozwigzanie, w ktérym zdajgcy skorzystat z zatozenia, ustalit

33x
2

poprawne zwigzki miedzy odcinkami tréjkatow BCD oraz CEF i otrzymat |CF|= oraz

ICB|= Lf,x . Nastepnie sprawdzit, ze dla obliczonych wielkosci zaleznos¢ |CF| = %|BC| jest

prawdziwa.
Przyktad 7.
-
- '&L' bB,
o oa3zix( . j?ﬁ
6o X
U i EN
b 3K Y : B
E é(’s 49-24
| poen B © 1
Wykaz, z¢ ;(I-i—'lh[(li[. 305y _g CWBx -2
zod x 2 ,ad0 ,5>0 2' “ K
240
teaa © (CF| = 7= |eb) i jTh/.x
4273 "?(’55
Oowiel & DB ed véunobomna cskgd A DBC =607,
x  Uykghe  charkleychjangeo | sdoro WBCZ60°,
LD =90° [bo  wnuokoil pede pod kekm prskym m
poshows ) ko Y DCB=° | gleq Y CEF=g0°
2 duth ”?/kg/c“) C&avmu‘bas)ycmvcd DEFC <
aCDB | wyuke ze |CH|= 332 | CB| 2488 | sy
3 Y A , S
IcF |= 57 [e)
36x - 2. %6x
o2 A6 X, /
AL % = 416& 2
L =p ; m asr Jo WNnan: e /w.samafu«'a/?,
Sod [CFl =% [CBl ¢ w . d.
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Wsrdd rozwigzan byty réwniez takie, w ktérych zdajgcy zauwazyli, ze tréjkaty BCD i CEF sg
prostokatne o kgtach ostrych 30°,60°i zastosowali funkcje trygonometryczne do wyznaczenia
dtugosci odcinkow BC i CF(przykiad 8.).

Przyktad 8.

Podkresli¢ nalezy, ze w zadaniach, w ktérych istotg jest uzasadnienie tezy, maksymalng liczbe
punktow mozna otrzymac tylko za rozwigzanie zawierajgce petne uzasadnienie. Oznacza to
w szczegolnosci, ze w zadaniu 29. dwa punkty za rozwigzanie byly przyznawane jedynie
zdajacym, ktorzy przedstawili w petni poprawne rozumowanie wykazywanej prawidtowosci.
Czes¢ zdajgcych poprawnie rozpoczynata rozwigzywanie zadania, jednak albo nie potrafita
przedstawi¢ petnego rozumowania, pomijajgc istotne elementy dowodu, albo nie potrafita
doprowadzi¢ rozumowania poprawnie do kohca, albo tez nie konczyta rozumowania.
Prezentujemy przyktady takich niepeinych rozumowan.
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W przyktadzie 9. zdajgcy zauwazyt, ze trojkgty BCD oraz CEF sg prostokagtne o katach ostrych
30° i 60°, wykorzystat zatozenie i poprawnie zapisat zaleznosci dla bokow kazdego z tych
trojkgtow z osobna. Jednak nie potrafit powigza¢ wzajemnych zaleznosci miedzy tymi
trojkatami, podstawic i przeksztatci¢ do postaci |CF|= %|BC|.

Przyktad 9.
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Zdajacy, ktérego rozwigzanie prezentujemy w przykfadzie 10. zapisat ukfad warunkéw,
czesciowo zaznaczajgc zaleznosci na rysunku, jednak rowniez nie potrafit doprowadzi¢
rozwigzania do konca.

Przyktad 10.

Wyka, 2e |CF|= %IC‘B';.

1CEl- TICM A= a5
2{)‘:%‘(.9”22
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Przyktadem 11. ilustrujemy rozwigzanie zdajgcego, ktoéry zauwazyt, ze tréjkaty BCD i CFE sg
trojkatami prostokatnymi o kagtach ostrych 30°,60° i zapisat, ze wysokos¢ CD trojkgta BCD jest

a3 .
réwna T nastepnie skorzystat z zatozenia i zapisat, ze wysokos¢ CD tréjkata BCD jest
czterokrotnie wigksza od dtugosci odcinka ED. Jednak w dalszym rozumowaniu popetnit btad,

2
poniewaz przyjat, ze dtugosé odcinka EF stanowi 5 wysokosci CD, a prawdziwa jest

1
zaleznos¢ |EF|= §|CE| W konsekwenciji nie doprowadzit oto zdajgcego do otrzymania tezy.

Przyktad 11.
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Czes¢ zdajgcych popetniata btad juz w poczatkowym etapie rozumowania, gdy nalezato ustali¢
zaleznos$ci miedzy bokami w tréjkacie prostokatnym o katach ostrych 30°,60°.

W przyktadzie 12. zdajgcy btednie wyznaczyt dtugos¢ przyprostokatnej EF w trojkacie
prostokatnym CEF.

Przyktad 12.

WS$rdd zdajgeych, ktorzy podjeli rozwigzanie, byta jeszcze nieliczna grupa, ktora popetnita btad
polegajacy na przyjeciu konkretnych dtugosci bokéw. Takie préby rozwigzania sg o tyle
zaskakujgce, ze co roku w zasadach oceniania rozwigzania zadah zamieszczana jest uwaga
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0 nieakceptowaniu rozwigzan, w ktérych zdajgcy sprawdza prawdziwosé¢ tezy jedynie dla
konkretnych wartosci.Uwagi zamieszczane w zasadach oceniania odnoszg sie rowniez do
sytuacji rozwazania przez zdajgcych wylgcznie szczegolnych przypadkow figur
geometrycznych. Niepokoi rowniez fakt, ze nadal wielu maturzystow nie podjeto nawet proby
rozwigzania tego zadania.

Zadanie 28. byto kolejnym, ktére sprawito tegorocznym maturzystom najwiecej kiopotow.
Poziom wykonania (20%) byt o cztery punkty procentowe wyzszy niz w przypadku
omoéwionego powyzej zadania 29. Maturzysci zmierzyli sie w nim z dowodem nieréwnosci

a(a-2b)+2b® >0, ktdrej prawdziwosé nalezato uzasadnic¢ dla kazdych dwéch réznych liczb

rzeczywistych a ib.

Najczesciej stosowanym sposobem dowodzenia byto réwnowazne przeksztatcanie tezy
twierdzenia, mimo ze wielu maturzystow tego w swoich rozwigzaniach nie zapisywato. Nizej
poprawne rozwigzanie zdajgcego, ktéry trafnie formutuje swoje uzasadnienie bez zapisu
o rownowaznosci przeksztatcen (przyktad 13.).

Przyktad 13.

Niemata cze$¢ zdajgcych, ktorzy potrafili przeprowadzi¢ bezbtedne przeksztatcenia
nierownosci do postaci, z ktérej mozna w tatwy sposéb wnioskowac¢ o prawdziwosci tezy,
opatrzyta rozwigzanie niewtasciwym komentarzem. lIstotna czes¢ takich niepoprawnych
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komentarzy wynikata w faktu, iz zdajgcy nie uwzgledniali zatozenia dla kazdych dwoéch réznych
liczb rzeczywistych a i b; prawdopodobnie zdajgcy nieuwaznie czytali tre§¢ zadania lub
w ogdle nie zauwazali tego zatozenia badz uznali je za nieistotne. Ponizej takie wiasnie
rozwigzania (przyktad 14. i przyktad 15.)

Przyktad 14.

Przyktad 15.
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Niektérzy zdajgcy, mimo Zze w swoich rozwigzaniach zapisywali zatozenie a=b, nie
uwzglednili go w formutowaniu uzasadnienia i zapisali niepoprawny wniosek o przyjmowaniu
wartosci nieujemnych przez kwadrat réznicy liczb rzeczywistych a i b, jednoczesnie zapisujac
niepoprawny wniosek o przyjmowaniu tylko wartosci dodatnich przez kwadrat kazdej liczby
rzeczywistej (przyktad 16.).

Przyktad 16.
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(& -f_,).l Lt 720

\

"l-ll-‘l LL‘4L7 m(.ay;.(“ll ;Ql Ju‘J‘ “LL

ltwad, ot w,'tiu_'(y
Ll(vc‘d- s:i-r d L.L;(r
ritoy iy th 'Ql' el Ny

pot‘w».ouﬁcf el gy |..¢uiim.wyp

b wdeats "”:\%y 3 'Jodalw-l,o boadiaty

:‘v“l’Y' "l‘r"yu.d? }0{' dodatria wC
~¢WLA02C jll“ rnAQJuA

'C(:)':.T.:j&‘l. A Strona 33z 79

EGIAMINACYINA



Egzamin maturalny — matematyka

Czes¢ zdajgcych przedstawita niepelne rozwigzanie zadania, najczesciej przerywajgc
rozumowanie naetapie przeksztatcenia nieréwnosci, na podstawie ktérej mozna juz
sformutowaé komentarz uzasadniajgcy przyjmowanie wytgcznie nieujemnych wartosci przez

wyrazenie b® oraz, wobec zatoZzenia a#b, wylgcznie dodatnich warto$ci przez wyrazenie
(a—b)z. Jednak zdajgcy takich adekwatnych argumentéw nie przytaczali i nie formutowali

odpowiedniego wniosku o prawdziwosci tezy. Takie rozwigzanie rowniez nie pozwalato na
przyznanie zdajgcym maksymailnej liczby punktéw (przyktad 17.).

Przyktad 17.

WSsrod niepetnych rozwigzan byty rowniez takie, w ktérych zdajgcy przeksztatcali lewg strone
nierownosci do postaci, ktéra wymagata rozwazenia kilku przypadkow. Ponizej przyktad
takiego rozwigzania, w ktérym zdajgcy rozwazyt dwa przypadki: 1) gdy liczby rzeczywiste a i b
sg jednakowych i 2) gdy liczby rzeczywiste a i b sg roznych znakoéw. Brakuje tutaj trzeciego
przypadku — gdy jedno z wyrazeh jest rowne O (przyktad 18.)

Przyktad 18.

Za takie rozwigzania mozna byto otrzymac tylko 1 punkt.

Strona 34z 79



Sprawozdanie za rok 2020

Analizujgc rozwigzania btedne, zaprezentowane przez maturzystdw, mozna byto dostrzec
réwniez takie, w ktorych btgd powstawat juz na etapie przeksztatcania nierownosci. Typowym
dla tegorocznych maturzystow bledem bylo zapisywanie wyrazenia po lewej stronie

nieréwnosci w postaci kwadratu réznicy liczby a oraz liczby bv2 (przyktad 19.), albo kwadratu
réznicy liczby a2 oraz liczby bv2 (przyktad 20.). Czes$¢ zdajgcych zapisywata lewg strone
nierownosci tylko w postaci (a—b)z, pomijajgc sktadnik b® (jak w przyktadzie 21.).

Powodowato to istotne uproszczenie problemu.

Przyktad 19.

Przyktad 20.
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Przyktad 21.

W kazdym z tych przypadkéw btgd popetniony przez zdajgcych doprowadzit do sytuacii,
w ktdrej zrealizowali oni rozumowanie pomijajgce konieczno$¢ sprowadzenia lewej strony
nieréwnosci do sumy kwadratu réznicy liczb rzeczywistych a i b oraz kwadratu liczby b, co byto
istotg dowodu wyjsciowego twierdzenia i wymagato przytoczenia odpowiedniego komentarza
uzasadniajgcego prawdziwos¢ nieréwnosci.

Po analizie rozwigzah niektorych zdajgcych, ktérzy popetnili btedy przy przeksztatcaniu
nierdwnosci, wnioskowaé mozna o rozumieniu przez nich znaczenia zatozenia a#b do
uzasadnienia prawdziwosci twierdzenia (przyktad 22.). Jednak istotne uproszczenie problemu

poprzez pominiecie b? w przeksztatconej nieréwnosci powodowato, ze za takie rozwigzania
zdajacy nie otrzymywali punktow.

Przyktad 22.
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Nalezy podkresli¢, ze wsréd maturzystéw zdarzajg sie osoby poszukujgce wtasnych sposobéw
rozwigzan, prowadzacy nieschematyczne rozumowanie. Warto doceni¢ takie dziatania,
zwtaszcza w przypadku zadan postrzeganych przez wiekszos¢ zdajgcych jako trudne.

W ponizszym przyktadzie 23. zdajgcy potraktowat lewg strone nieréwnosci jako trojmian
kwadratowy zmiennej a z parametrem b, obliczyt wyrdznik tego tréjmianu, ale rozwazyt tylko
jeden z przypadkéw, gdy A <O, pomingt jednak drugi, gdy A=0. Przeprowadzenie
rozumowania w tym wiasnie przypadku wymagato od zdajgcego uwzglednienia zatozenia
a=bh.

Przyktad 23.
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Niektérzy uczniowie podejmowali probe rozwigzania zadania, tgczgc dwie metody.
W ponizszym przyktadzie 24. mozna zauwazy¢, ze zdajgcy poprawnie przeksztafcit lewg
strone nieréwnosci do postaci umozliwiajgcej wnioskowanie o jej znaku. Nastepnie zapisat
wniosek o przyjmowaniu przez kwadraty liczb rzeczywistych wartosci nieujemnych i zauwazyt,
ze otrzymana suma jest nieujemna. Potem traktuje lewg strone nieréwnosci jako trojmian
kwadratowy zmiennej a z parametrem b i stara sie wykazac, ze nie moze on przyjmowac
wartosci réwnej zero. Jednak w koncowym wniosku nie jest konsekwentny w stosowaniu
wzorow skréconego mnozenia.

Przyktad 24.
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Niewielka liczba zdajgcych podjeta probe dowodu twierdzenia nie wprost. Przyktadem 25.
ilustrujemy takie rozwigzanie, w ktorym jednak zdajgcy zapisat niepoprawne zaprzeczenie
tezy, co w konsekwencji znacznie utatwito jego rozumowanie, ponadto nie uwzglednit

W rozumowaniu zatozenia a #b.

Przyktad 25.
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Wsrdd btednych rozwigzan, niestety jeszcze czesto, byly rowniez takie, w ktérych wielu
zdajgcych wykonywato sprawdzanie poprawnosci nieréwnosci jedynie dla konkretnych
wartosci liczb a i b (przyktad 26.). Co roku w zasadach oceniania na stronie internetowej
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej zamieszczana jest uwaga 0 nieakceptowaniu rozwigzan,
w ktérych zdajgcy sprawdza prawdziwos¢ tezy jedynie dla wybranych wartosci, wiec tym
bardziej niepokoi fakt stosowania przez zdajgcych takiego niepoprawnego sposobu
rozwigzania zadania na dowodzenie.

Przyktad 26.
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Zdarzaly sie réwniez rozwigzania, w ktérych zdajgcy podejmowali probe przeksztatcenia
nierdwnosci, jednak w koncowej fazie rozwigzania podstawiali konkretne liczby, ktére w ich
mniemaniu miaty Swiadczy¢ o prawdziwosci tezy (przyktad 27.).

Przyktad 27.

W powyzszym rozwigzaniu wystarczyto, po doprowadzeniu nierownosci do postaci

a®+2b’ > 2ab, zapisa¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sg nieréwnosci
a’+2b’>a*+b? oraz a’+b*>2ab i uwzgledniajac zatozenie azb zapisa¢, ze
a®+b® >2ab, skad a’+2b* >a’ +b* > 2ab.
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Nalezy podkresli¢, ze na poziomie podstawowym niski poziom wykonania majg rowniez
zadania: 34. (22%) oraz 32. (24%), w ktérych maturzysci musieli wykaza¢ sie umiejetnoscig
zastosowania strategii wynikajgcej wprost z tresci zadania. W przypadku tych zadan,
w odroznieniu od dwoch zadan na dowodzenie, to nie opuszczenia wptynety na wskaznik
tatwosci. Gtéwng przyczyne niskich wynikow stanowit brak catosciowej koncepciji rozwigzania
zadania, btedy w interpretacji tresci tych zadan oraz brak funkcjonalnego opanowania pojecia
katow w przestrzeni (zadanie 34.) oraz wiasnosci przekatnych kwadratu (zadanie 32.).
W poprawnym rozwigzaniu zadania wymagajacego umiejetnosci stosowania i tworzenia
strategii wystepujg state elementy: analiza zadania (okreslenie relacji miedzy wielkoscig
poszukiwang a danymi), ustalenie kolejnych krokoéw prowadzgcych do rozwigzania (utozenie
planu dziatania), realizacja przyjetej strategii i zweryfikowaniu wyniku. Chodzi o to, aby zdajacy
potrafit podzieli¢ dany problem na kilka mniejszych problemoéw czgstkowych i nadat im takg
strukture, ktéra pozwoli mu, w wyniku rozwigzania kolejnych probleméw czgstkowych,
rozwigzac wyjsciowy problem.

Na poziomie rozszerzonym najwiecej trudnosci tegoroczni maturzysci mieli z rozwigzaniem
zadania7., o czym Swiadczy niski poziom wykonania tego zadania — 19%. Sprawdzato ono
umiejetnosci z obszaru Rozumowanie i argumentacija, a wymagato przeprowadzenia dowodu
geometrycznego z wykorzystaniem podobienstwa trojkgtow i twierdzenia o odcinkach
stycznych.

|AM|

MC|
wywnioskowaé, ze odcinek KL jest réwnolegly do odcinka AB. Zauwazyé, ze trojkaty
CKP(gdzie P jest punktem stycznosci odcinka KL z okregiem) i CAD sg na mocy cechy (kat,
kat, kat) podobne w skali 1:3, jak rowniez ze trojkgty CPK i CMD sg podobne na mocy cechy
(kat, kat, kat). Nastepnie zapisa¢ zaleznosci miedzy dtugosciami odpowiednich bokoéw

Aby udowodni¢, ze

4
= = wystarczyto z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa

PK| [MD
ICKI = ||CD|| , czyli |P2K| = % . A stad po przeksztatceniach i wykorzystaniu |AC| =6 otrzymac
AM| 4
teze —|MC| =z

Drugi sposéb dowodu polegat na skorzystaniu z twierdzenia o réwnosci odcinkdéw stycznych.
Nalezato z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wywnioskowaé, ze odcinek KL jest

rownolegly do odcinka AB. Zauwazyé, ze |K|\/I|=|KP| (na mocy twierdzenia 0 réwnosci

odcinkéw stycznych, tgczacych punkt lezgcy poza okregiem z punktami stycznosci), gdzie P
jest srodkiem odcinka KL. Nastepnie dostrzec, ze tr6jkgt ADM jest podobny do tréjkgta ACD,
na mocy cechy (kat, kat, kat),i zapisa¢ zaleznos¢ miedzy dtugosciami odpowiednich bokdow:
|AM| _|AD|
|AD|  |AC|

i rozwigzac¢ réwnanie, ktérego rozwigzanie po podstawieniu prowadzito do otrzymania tezy.

. Wreszcie wyznaczy¢ diugosci AM i AD w zaleznoséci od dtugosci odcinka KM

Zdajacy mogt wybieraé¢ rézne drogi rozumowania. Zdecydowana wiekszos¢ maturzystow,
ktorzy rozwigzali to zadanie, poprawnie skorzystata z twierdzenia o odcinkach stycznych,
taczacych punkt lezgcy poza okregiem z punktami stycznosci, a nastepnie wykorzystata
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podobienstwo, powotujgc sie na ceche podobienstwa (kagt, kat, kat) i zapisala wiasciwe
proporcje, z ktoérych to wyprowadzata teze (przykfad 28.).

Przyktad 28.
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Czes¢ zdajgcych w rozwigzaniu skorzystata z podobienstwa tréjkatow oraz twierdzenia
o0 odcinkach stycznych (przykfad 29.)

Przyktad 29.
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Czes¢ zdajgcych w rozwigzaniu skorzystata z podobiehAstwa tréjkgtéw CKL i CAB oraz
zauwazyta, ze tréjkaty KSD i MKD(gdzie S jest punktem stycznosci okregu z odcinkiem KL) sg
przystajgce, nie zapisujac, ze korzysta z twierdzenia o odcinkach stycznych (przyktad 30.).

Przyktad 30.
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Duza grupa zdajgcych, ktéra rozwigzata to zadanie, poprawnie korzystata z podobienstwa
trojkatow i wykorzystywata twierdzenie Pitagorasa (przyktad 31.).

Przyktad 31.
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Niektérzy zdajgcy w dowodzie wykorzystali obliczenie pola trojkagta ADC jako potowe iloczynu
dtugosci bokow AD i DC oraz boku AC i wysokosci MD (przyktad 32.).

Przyktad 32.
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Wsrdd rozwigzan znalazty sie i takie, w ktorych zdajgcy korzystali w dowodzeniu z wtasnosci
trojkata rownobocznego (jego potowy) oraz definicji funkcji trygonometrycznych (przyktad 33.).

Przyktad 33.
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Czasami btedy rachunkowe popetniane przez zdajgcych podczas przeksztatcania wyrazen
algebraicznych przekreslaty poprawnos¢ ciekawego rozwigzania (przyktad 34.).

Przyktad 34.
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Niemata czes¢ zdajgcych poprawnie rozpoczynata rozumowanie zauwazajgc podobiehAstwo
tréjkagtéw, a nawet zapisywata poprawne zaleznosci, jednak wskutek btedéw rachunkowych
nie potrafita doprowadzi¢ rozumowania do konca. Przyktadem 35. ilustrujemy takie
rozwigzanie.

Przyktad 35.
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Czes¢ zdajacych btednie interpretowata tre$¢ zadania wyciggajgc niewtasciwe wnioski
(przyktad 36.), inni poprawnie rozpoczynali rozumowanie, jednak w dalszej czesci rozwigzania
albo przyjmowali btedne zatozenia (przyktad 37., przyktad 42.), albo po prostu konczyta
rozwigzanie, poniewaz nie potrafita wykorzysta¢ otrzymanych zaleznosci (przyktad 38., 39.,
40., 41.).

Przyktad 36.
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Przyktad 38.
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Przyktad 40.
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Przyktad 41.
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Przyktad 42.
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Po analizie rozwigzan zadania 7. nasuwa sie spostrzezenie, ze tegoroczni maturzysci nie
potrafig wiasciwie wykorzystaé znanych im twierdzen, albo rozwazajg szczegdlne przypadki,
przyjmujgc nieuprawnione zatozenia o figurach geometrycznych. W swych rozwigzaniach
powotywali sie na twierdzenia, ktore przy ich metodzie rozwigzania nie miaty zastosowania lub
nie doprowadzity ich do petnego uzasadnienia tezy.

Kolejnym zadaniem, ktore sprawito najwiecej ktopotéw tegorocznym maturzystom zdajgcym
egzamin na poziomie rozszerzonym, byto zadanie 13. Poziom wykonania tego zadania
wyniost 25%. Maturzysci zmierzyli sie w tym zadaniu z zagadnieniem kombinatorycznym,
w ktorym wykorzystywali wzory na liczbe kombinacji i wariacji z powtorzeniami do zliczenia
liczby liczb siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie trzy cyfry 1
i doktadnie dwie cyfry 2.

Aby obliczy¢, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepujg doktadnie trzy cyfry 1 i dokfadnie dwie cyfry 2, mozna byto rozwazyé¢ trzy przypadki:
I. — gdy pierwszg cyfrg rozpatrywane;j liczby jest 1, Il. — gdy pierwszg cyfrg rozpatrywanej jest
2 i lll. — gdy pierwsza cyfra rozpatrywanej liczby jest rozna od 1 i od 2. W kazdym z tych
przypadkéw mozna obliczy¢ liczbe sposobow rozmieszczenia cyfry 1, cyfry 2 oraz cyfr roznych
od cyfry 1 i cyfry 2 . Nastepnie nalezy zsumowac¢ otrzymane liczby w kazdym z przypadkow
i zapisag, ze istnieje 12960 siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepujg doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.

Drugi sposob rozwigzania polegat na rozwazeniu dwdch przypadkow: ., w ktérym rozwazamy
wszystkie ,liczby” siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie dziesiethym wystepujg doktadnie: trzy
cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} oraz Il.,
w ktérym rozwazamy wszystkie ,liczby” siedmiocyfrowe, ktérych pierwszg cyfrg jest 0 oraz
w ktorych zapisie wystepujg dokfadnie: trzy cyfry 1, doktadnie dwie cyfry 2 i doktadnie jedna
cyfra ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9}. W kazdym z tych przypadkéw nalezato obliczy¢ liczbe takich
liczb, a nastepnie od liczby otrzymanych liczb w I. przypadku odjg¢ liczbe otrzymanych liczb w
II. przypadku i zapisac¢, ze istnieje 12960 siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie
dziesietnym wystepujg doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.

Ponizej zamieszczamy poprawne rozwigzania tego zadania (przyktad 43.).
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Przyktad 43.

Zdajacy doktadnie opisat swoje rozumowanie. Zbudowat poprawny model i zauwazyt trzy
przypadki. W kazdym z nich poprawnie ustalit liczbe sposobdéw rozmieszczenia cyfry 1, cyfry
2 oraz cyfry roznej od cyfry 1 oraz cyfry 2 z uzyciem symbolu Newtona. Nastepnie uzyt symbolu
silni, dodat liczbe liczb w kazdym z przypadkow i otrzymat poprawny wynik 12960.

Niektorzy zdajacy, ktorzy poprawnie rozwigzali to zadanie, tylko zapisywali trzy przypadki,
poprawnie ustalili liczbe rozmieszczen cyfry 1, cyfry 2 oraz cyfr roznych od cyfry 1 oraz cyfry
2 w kazdym z przypadkdéw nie zapisujgc zadnych objasnien, nastepnie zastosowali symbol
silni i poprawnie obliczyli liczbe wszystkich zgdanych liczb 12960(przykiad 44.).
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Przyktad 44.

Nalezy podkresli¢, ze wsréd maturzystéw zdarzajg sie osoby poszukujgce wtasnych sposobéw
rozwigzan, prowadzgcy nieschematyczne rozumowanie. Warto doceni¢ takie dziatania,
zwlaszcza w przypadku zadan postrzeganych przez wiekszo$¢ zdajgcych jako trudne.
Przyktadami 45. i 46. ilustrujemy takie nieszablonowe rozwigzania, potwierdzajgce rozumienie
i umiejetnos¢ funkcjonalnego zastosowania zagadnien kombinatorycznych.
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Przyktad 45.
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Zdajacy rozwazyt trzy przypadki: |. — liczby siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie nie wystepuje
cyfra 0, Il.- liczby siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie jest jedna cyfra 0 oraz Ill.— liczby

siedmiocyfrowe, w ktérych zapisie wystepuja dwie cyfry 0. Poprawnie ustalit liczbe
rozmieszczen cyfry 1 oraz cyfry 2 oraz cyfr roznych od cyfry 1 i cyfry 2, obliczyt, ile jest liczb w
kazdym z tych przypadkdw, nastepnie zsumowat otrzymane liczby i otrzymat poprawny wynik
12960.
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Przyktad 46.
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W pierwszym kroku zdajgcy wybrat trzy pozycje dla trzech jedynek (po lewej stronie) i do tych
ustalonych ,jedynek” zliczyt mozliwo$ci postawienia na pozostatych czterech pozycjach cyfry 2
(zliczyt kombinacje 2-elementowe ze zbioru 4-elementowego pozostatych do obsadzenia
miejsc, czyli 6).

Zliczyt te ustawienia 6 x 8 x 8 (8 to dowolna cyfra z wyjgtkiem 1 i 2, bo te juz ustawit). Zatem
ma takich ustawien: 384. (Temu odpowiadajg linijki 1-6 rozwigzania po lewej stronie od gory).

W drugim kroku pozostawit dwie pierwsze cyfry obsadzone jedynkami i zmienit pozycje dla
trzeciej cyfry 1. Zastosowat skrét myslowy —dwie pierwsze cyfry sg obsadzone jedynkami
i ustawit cyfre 1 na pozycji czwartej. Przy takiej kombinacji ustawienia 1 ustawit cyfry 2 zliczyt
te ustawienia 6 x 8 x 8 = 384.(Temu odpowiadajg linijki 7—12 rozwigzania po lewej stronie od
gory).

Nastepnie kontynuowat krok drugi — ma pierwsze dwie pozycje obsadzone cyframi 1, ale
kolejng jedynke ustawit na pozycji piatej.
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Nie zapisat ponownie ustawien cyfry 2 do takiej kombinacji, bo to juz zauwazyt w poprzednich
rachunkach, ze przy takim ustawieniu liczba kombinacji dwdjek tgcznie z pozostatymi cyframi
obsadzonymi na wolnych pozycjach jest doktadnie 384. (Temu odpowiada linijka 13
rozwigzania po lewej stronie).

Kontynuuje — dwie pierwsze cyfry to cyfry 1 a kolejna jedynka to pozycja szdsta i siodma, tj.
odpowiednio linijka 14 i 15, a w kazdej z nich zliczyt pozostate kombinacje ustawienia dwojek
i pozostatych cyfr i otrzymat ponownie 384.

W kolejnym kroku pierwszg pozycje obsadzit cyfrg 1 i pozostate (z wyjagtkiem drugiej, bo taki
przypadek byt powyzej) obsadzit dwiema jedynkami. W zasadzie szuka kombinaciji
2-elementowych (dla dwdch cyfr jeden) ze zbioru 5-elementowego (bo pierwsza zajeta i druga
pozostaje wolna), czyli ma ich doktadnie 10. (Temu odpowiadajg linijki 16—25 rozwigzania po
lewej stronie).

Przy kazdym takim ustawieniu np. 1 dwie pozycje wolne, dwie jedynki, dwie pozycje wolne
(linijka 20) dobrat liczbe mozliwych ustawien 2 oraz pozostatych cyfr (bez 1 i 2) , czyli znowu
otrzymat w kazdej linijce 384.

Itd. az wyczerpie wszystkie przypadki.

Zliczyt: linijki 1-6: 384, linijki 7-12:384.Kazda linijka od 13 poczawszy a na 25 skonczywszy
daje zdajgcemu wynik 384.

Stad po drugiej stronie ma 15 [to jest 1-6 (jedna ,paczka”), 7-12 (jedna ,paczka”) i 13 linijek
od 13 do 25 (13 ,paczek”), czyli tgcznie 15 takich ,paczek” x 384 = 5 760]. Kontynuowat
rozumowanie i otrzymat razem 12960 takich liczb.

Niemata cze$¢ zdajgcych, ktérzy rozwigzywali zadanie | sposobem, poprawnie ustalita liczbe
rozmieszczen cyfry 1, cyfry 2 oraz cyfry ré6znej od cyfry 1 oraz cyfry 2, jednak podczas zamiany
symbolu Newtona popetniata btedy rachunkowe i otrzymywata niepoprawny wynik (przyktad
47)).

Przyktad 47.
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Czes¢ zdajacych, ktéra rozwigzywata zadanie || sposobem, nie rozwazyta w ogole przypadku,
gdy pierwszg cyfrg ,liczby” siedmiocyfrowej jest liczba 0, i w konsekwencji tego podawata
btedng odpowiedz, ze siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepujg dokfadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2, jest 13440, czyli tyle, ile jest
wszystkich ,liczb” siedmiocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepujg doktadnie: trzy
cyfry 1, dokfadnie dwie cyfry 2 i dokfadnie dwie cyfry ze zbioru {0,3,4,5,6,7,8,9} (przykiad 48.).

Przyktad 48.
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Czes¢ zdajgcych, ktéra rozwigzywata zadanie |l sposobem, wskazata dwa poprawne
przypadki, ale popetnita btgd przy obliczaniu liczby ,liczb” siedmiocyfrowych przy wyznaczaniu

liczby rozmieszczen cyfr réznych od cyfry 1 oraz cyfry 2.. Zapis 8°-2! $wiadczy
0 nierozumieniu istoty wariacji z powtorzeniami (przyktad 49.)

Przyktad 49.
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Inni zdajgcy poprawnie wyznaczali liczbe rozmieszczen cyfry 1 oraz cyfry 2., ale popetnili btagd
polegajacy na tym, ze nie uwzglednili faktu, iz w zapisie liczby siedmiocyfrowej majg byc¢
dokfadnie trzy cyfry 1 i dokfadnie dwie cyfry 2. W wyznaczaniu liczby rozmieszczen
pozostatych cyfr blednie zapisali, ze wybierajg te cyfry sposrdd dziesieciu cyfr (przyktad 50.
i przyktad 51.)

Przyktad 50.
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Przyktad 51.
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Czes¢ zdajacych btednie stosowata wzor na liczbe wariacji z powtérzeniami i wyznaczyta

liczbe ciggébw dwuelementowych ze zbioru osmioelementowego, zapisujgc b+ednie28,
zamiast 8° (przyktad 52.).

Przyktad 52.
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Niektérzy zdajgcy rozwazali wiekszg liczbe przypadkéw, jednak nie uwzgledniali faktu, ze
liczba siedmiocyfrowa miata mie¢ w zapisie doktadnie trzy cyfry 1 oraz dokfadnie dwie cyfry 2
i blednie wyznaczyli liczbe tych rozmieszczen, jak réwniez pozostatych cyfr, niepoprawnie
stosujgc model wariacji bez powtorzen (przyktad 53.).

Przyktad 53.
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Po analizie rozwigzan zadania 13. mozna sformutowaé wniosek, ze zdajgcy egzamin na
poziomie rozszerzonym majg trudnosci z zastosowaniem wzorow do zliczania obiektow
w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Poziom podstawowy

Tegoroczni maturzysci najlepiej opanowali umiejetnosci:
1. stosowania wzoru na n-ty wyraz i na sume n-poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego
2. Zzliczania obiektéw w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych uzycia
wzoréow kombinatorycznych, stosowania regulty mnozenia i reguty dodawania
3. wyznaczania wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogdlnym
4. stosowania zaleznoéci miedzy katem srodkowym i kgtem wpisanym.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu na poziomie podstawowym (poziom wykonania — 87%)
okazato sie zadanie 15., w ktérym nalezato obliczy¢ sume czterech poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego, gdy dany jest wyraz czwarty i roznica tego ciggu. Zdecydowana
wiekszo$¢ zdajgcych poprawnie stosowata wzér na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego, jak rowniez wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego.

Porownywalny do zadania 15. wynik maturzysci osiggneli w zadaniu 21. (poziom
wykonania — 82%), w ktérym nalezato obliczy¢ liczbe wszystkich liczb dwucyfrowych
utworzonych z pieciu cyfr 1,3,5,7,9, w ktérych cyfry sie nie powtarzaja. Zdajgcy w wiekszosci
nie mieli problemu z ustaleniem poprawnego modelu i obliczeniem tej liczby.

Niewiele nizszy poziom wykonania (79%) odnotowano w zadaniu 14., w ktérym maturzysci,
majgc dany wzor ogolny ciggu, mieli obliczy¢ roznice wyrazu piatego i czwartego. Wiekszos¢
zdajagcych poprawnie wyznaczyta dwa kolejne wyrazy ciggu i obliczyta ich réznice. Tylko
nieliczni, obliczajgc roznice, wytgczyli liczbe 2 poza nawias i zastosowali wzér skréoconego
mnozenia na roéznice kwadratow.

Z kolei zadanie 17. badato umiejetnos¢ stosowania zaleznosci miedzy kgtem Srodkowym
a katem wpisanym. Zdajacy nie mieli problemu ze stosowaniem wtasnosci katéw przylegtych
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oraz zastosowaniem twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym opartych na tym samym tuku.
Wiekszos¢ zdajgcych (80%) obliczyta poprawnie miare kagta wpisanego ABC.

Nietrudno zauwazy¢, ze tegoroczni abiturienci na poziomie podstawowym, analogicznie do lat
ubiegtych, najlepiej opanowali umiejetnosci stosowania pojeé oraz korzystania z ich
elementarnych wiasnos$ci w sytuacjach typowych. Zauwazmy, ze wymienione wyzej zadania,
ktore zostaty bezbtednie rozwigzane przez 80% i wiecej zdajgcych, sg zadaniami jedno- lub
dwuczynnosciowymi. Zadania te nie majg szerszego kontekstu, ich rozwigzanie nie wymaga
wykonania dodatkowych czynnosci, a — co moze najwazniejsze — umiejetnosci sprawdzane
tymi zadaniami zostaty precyzyjnie opisane i dotyczyly typowych sytuacji. Do rozwigzania
zadan wystarczylo zna¢ podstawowe pojecia matematyczne i najwazniejsze wiasnosci
rozwazanych obiektéw, zrozumie¢ nieskomplikowany tekst matematyczny, zastosowaé
wtasciwy algorytm i wykonac elementarne rachunki.

Poziom rozszerzony

Analiza wskaznikédw poziomu wykonania zadan wystepujacych w zestawie egzaminu
maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym pozwala sformutowac¢ wniosek, iz wsrod
zadan wystepujacych w zestawie egzaminacyjnym zadne z zadanh nie byto bardzo fatwe, tylko
dwa zadania byly fatwe, a wiekszos¢ zadan byta trudna dla tegorocznych maturzystow.

Sposréd tegorocznych zadan najtatwiejsze byly te, przy rozwigzywaniu ktérych nalezato
zastosowac konkretne twierdzenia w typowych kontekstach.

Najtatwiejsze dla zdajgcych byly zadania zamkniete. Zadanie 2. (poziom wykonania zadania
—88%), ktore sprawdzato umiejetnos¢ obliczania granic cigagdw, korzystajac z granic ciggow

1 1
typu —, —; oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciggéw, nie przysporzyto trudnosci
n n

wiekszo$ci zdajgcym egzamin na poziomie rozszerzonym.

Z kolei zadanie 3., przy rozwigzywaniu ktérego nalezato wykazaé sie umiejetnoscig obliczania
prawdopodobienstwa catkowitego, poprawnie rozwigzato 82% zdajacych.

Nizszy wynik osiggneli maturzys$ci w zadaniu 1. (poziom wykonania — 69%), w ktérym nalezato
zastosowaé twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian (X—a).

Poziom opanowania sprawdzanych umiejetno$ci przez powyzsze zadania pozwala stwierdzic,
ze liczna grupa zdajgcych opanowata nastepujgce umiejetnosci podstawy programowej:
e obliczania granic ciggow
¢ budowania prostego modelu probabilistycznego przy obliczaniu prawdopodobienstwa
catkowitego

e stosowania twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian (X—a).
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Whnioski i rekomendacje

1.

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym potwierdzit, ze
maturzystom nie sprawiajg trudnosci zadania sprawdzajgce pojedyncze, mato
skomplikowane umiejetnosci, wymagajgce wykonania jednej lub dwdch prostych
I standardowych czynnosci.

Najlepsze wyniki zdajgcy uzyskali w zadaniach zamknietych, ktére sprawdzaty
umiejetnosci: stosowania wzoru na n-ty wyraz i na sume n-poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego oraz zliczania obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycznych,
niewymagajgcych uzycia wzoréw kombinatorycznych, stosowania reguty mnozenia
i reguty dodawania.

Wzglednie wysoki byt rowniez odsetek zdajgcych, ktorzy wykazali sie umiejetnoscig
wyznaczania wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogolnym oraz stosowania zaleznosci
miedzy katem srodkowym i kgtem wpisanym w okrgg. Tym samym potwierdza sie teza,
ze zdajacy osiggajg bardzo dobre wyniki w zadaniach krétkich, wymagajgcych np.
zastosowania tylko wzorow.

Na poziomie rozszerzonym dla zdajgcych nie byto zadan bardzo tatwych. Najlepsze
wyniki zdajgcy uzyskali w zadaniach zamknietych sprawdzajacych umiejetnosc¢ obliczania
granic ciggow oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciggéw, ponadto budowania
prostego modelu probabilistycznego przy obliczaniu prawdopodobienstwa catkowitego,

czy tez stosowania twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian (x—a).

Wszystkie zadania otwarte na poziomie rozszerzonym okazaly sie trudne dla
tegorocznych maturzystéw, a zadanie wymagajgce przeprowadzenia dowodu
geometrycznego byto bardzo trudne dla zdajgcych. Najwyzsze wyniki zdajgcy uzyskali
zarozwigzanie zadania, w ktérym nalezato wykazaé sie umiejetnoscig zastosowania
wzordéw Viéte’'a oraz rozwigzywania rownan trygonometrycznych.

Maturzy$ci lepiej radzg sobie z rozwigzaniem zadan, w ktérych nalezy wykorzysta¢ znany
algorytm, niz z zadaniami wymagajgcymi zaplanowania strategii rozwigzania,
modelowania matematycznego czy uzasadnieniem postawionej tezy.

Zaréwno na poziomie podstawowym, jak i na poziomie rozszerzonym egzamin ujawnit
niski poziom opanowania przez zdajgcych umiejetnosci z zakresu geometrii, zaréwno
w przypadku geometrii ptaszczyzny (planimetriij — w szczegdlno$ci geometrii na
ptaszczyznie kartezjanskiej, jak i geometrii przestrzennej (stereometrii). Dotyczy to
gtéwnie zadan rozszerzonej odpowiedzi, w ktorych nalezato uzy¢ lub stworzy¢ strategie
rozwigzania, tgczagc w spojna, logicznie uporzgdkowang cato$¢ kilka pojedynczych
umiejetnosci. Przyczyn niepowodzen zdajgcych w takich zadaniach nalezy upatrywac
w niskim poziomie umiejetnosci czytania tresci zadania ze zrozumieniem ipoprawne;j jej
interpretacji, ktérych to opanowanie umozliwia stworzenie catosciowej koncepcji rozwigzania.
Na poziomie rozszerzonym maturzysci nie opanowali w stopniu zadowalajgcym rowniez
zagadnien kombinatorycznych.

Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazujg, ze najwiecej trudnosci na egzaminie
z matematyki sprawiajg maturzystom zadania wymagajgce uzasadnienia prawdziwosci
tezy. Zadania wymagajgce przeprowadzenia rozumowania i przytoczenia poprawnej
argumentacji sg znacznie czesciej od innych pomijane, a wsrdd tych zdajgcych, ktérzy
podejmujg prébe ich rozwigzania jest wielu wnioskujgcych o prawdziwosci tezy na
podstawie sprawdzenia poprawnosci dla kilku wybranych wartosci, albo nieuprawnionym
przyjmowaniu szczegoélnych zatozen o rozwazanych obiektach matematycznych. Czesto
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tez zdajgcy pomijajg istotng czes¢ rozumowania lub nie podajg jakiegokolwiek
komentarza w kluczowych miejscach przedstawianego uzasadnienia. Czeste sg rowniez
rozwigzania, w ktérych zdajgcy poprawnie rozpoczynajg rozwigzywanie zadania,
zauwazajgc istotne zaleznosci w obiektach matematycznych, jednak nie doprowadzajg
rozwigzania do konca, poniewaz nie potrafig powigzac ze sobg otrzymanych zaleznosci.
Na wzglednie niski wynik egzaminu maturalnego z matematyki najczesciej znaczaco
wpltywa brak sprawnosci rachunkowej oraz problemy z poprawnym wykonywaniem
obliczen rachunkowych. W rozwigzaniach zadan otwartych btedy rachunkowe sg
popetniane przez zdajacych na kazdym etapie rozwigzania, a te z nich, ktére dotyczg
poczatkowej fazy rozwigzania zadania, nierzadko w sposob istotny utrudniajg lub wrecz
uniemozliwiajg dokohczenie rozwigzania albo doprowadzajg do otrzymania wynikow
niespetniajgcych warunkéw zadania. W wyniku popetnianych btedoéw (nierzadko takze
btedéw popetnianych juz na etapie przepisywania z tresci zadania) zdajgcy czesto nie
doprowadzajg rozwigzania do momentu, ktéry umozliwitby rozstrzygniecie, czy zdajgcy
opanowat sprawdzane umiejetnosci potrzebne do prawidtowego rozwigzania zadania.
Maturzysci czesto nie potrafig wtasciwie zinterpretowaé uzyskanych wynikéw, a tym
samym ujawniajg brak zrozumienia poje¢ i nieznajomos¢ wiasnosci obiektow
matematycznych.

Tegoroczny egzamin ujawnit relatywnie niski poziom opanowania przez zdajgcych
umiejetnosci rozumienia tekstu matematycznego. Potwierdzeniem tej tezy sg
podejmowane nieudane préby rozwigzania zadan, w ktorych juz w poczatkowej fazie
tworzenia strategii rozwigzania zdajgcy przystepujg do rozwazania sytuacji odmiennych
od tych wynikajgcych z tresci zadan.

W trakcie procesu ksztatcenia nauczyciele powinni nada¢ duze znaczenie poczgtkowej
fazie rozwigzania zadania, tj. precyzyjnemu ustaleniu istoty rozwigzywanego problemu
i rozumieniu opisanej sytuacji. Mozna ¢wiczy¢ z uczniami zmiane sformutowania tresci
matematycznej na opis tego samego zagadnienia w innym ujeciu albo rozwigzywanie
zadan, w ktérych pozornie drobna zmiana w tresci wymaga zastosowania rozumowania
istotnie odmiennego.

Podczas lekcji nalezy pokazywaé i wyjasnia¢ alternatywne ujecia zagadnien, ktore
umozliwiajg poprawne i szybkie rozwigzanie problemu oraz c¢wiczyé z uczniami
rozwigzywanie zadan roznymi sposobami, pokazujgc tym samym rozmaitosc¢ strategii
rozwigzywania problemow matematycznych.

Umiejetnos¢ uogolniania i okreslania zmiennosci wtasnosci obiektow matematycznych
w zaleznosci od przyjmowania réznych wartosci liczbowych jest niezbedna do
prowadzenia prawidtowego wnioskowania. Wspomniane umiejetnosci decydujg wrecz
0 mozliwosci rozwigzania niektérych zadan. W trakcie procesu ksztatcenia nauczyciele
powinni stwarzaé¢ uczniom wiecej okazji do ¢wiczenia umiejetnosci analizowania zmian
wiasnosci obiektow matematycznych, ktdre sg konsekwencjg przyjmowania w badanych
sytuacjach réznych mozliwych wartosci liczbowych.

W trakcie nauki nalezy koniecznie zwraca¢ uwage na staranne i sprawne wykonywanie
przeksztatcen i obliczeh rachunkowych. Nieodzowne jest weryfikowanie poprawnosci
otrzymanego wyniku, a w przypadku wynikéw niezgodnych z tresciag zadania —
wskazywanie oraz wyjasnianie tych sprzecznosci, tak aby ksztattowaC umiejetnosc
okreslania obiektow matematycznych wyznaczonych przez konkretne warto$ci liczbowe.

W nauczaniu geometrii nalezy zwroci¢ szczegoing uwage na poprawng interpretacje tresci
zadan i rozwazanie wiasciwych figur geometrycznych oraz ich elementéw. W zadaniach
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Z geometrii na pltaszczyznie kartezjanskiej warto doskonali¢ umiejetnos¢ analizy tresci
zadania oraz, na poziomie podstawowym — doboru adekwatnej strategii rozwigzania, a na
poziomie rozszerzonym — samodzielnego tworzenia przez ucznidow strategii
I identyfikowania istotnych dla rozwigzania etapow.

16. Zagadnieniom optymalizacyjnym warto nada¢ w toku edukacji matematycznej wigksze
znaczenie. Zwiekszenie liczby przeanalizowanych réznorodnych przyktadow moze
pozwoli¢ na pogtebiong analize i tym samym na zrozumienie istoty problemu, zwlaszcza
w realizacji najbardziej kluczowych etapow rozwigzania, tj. wyznaczania dziedziny funkcji
i uzasadniania istnienia wartosci najwiekszej lub najmniejszej rozwazanej funkcji.
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